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ВВЕДЕНИЕ 

 

Продукция предприятий легкой промышленности неизменно пользуется 

устойчивым спросом со стороны потребителей, однако в общем объеме про-

мышленного производства Российской Федерации доля легкой промышленно-

сти в 2018 г. по официальным данным Федеральной службы государственной 

статистики составила лишь 0,7 %. Высокие объемы поставок дешевого импорта 

из Китая, Турции, Индии и других стран являются серьезным препятствием для 

развития предприятий отрасли. Разработанный проект «Стратегии развития 

легкой промышленности России на период до 2025 года», направленный на 

стимулирование развития отечественного производства конкурентоспособных 

товаров с высокой добавленной стоимостью, может стать одним из факторов 

развития отрасли. В частности, предполагается рост объема отгруженных това-

ров легкой промышленности с 520,6 млрд руб. в 2019 г. до 631 млрд руб. в  

2025 г. 

Для дальнейшего развития отечественной легкой промышленности осо-

бую актуальность имеет формирование конкурентоспособной продукции. Это 

невозможно без рассмотрения новых подходов и методов в управлении, приме-

нения методов математического моделирования. В частности, целесообразно 

использовать современные методы управления предприятием, которые основа-

ны на логистических принципах оптимальной организации производства и рас-

пределения готовой продукции. Применение логистических принципов к орга-

низации производства обеспечивает максимизацию общей прибыли за счет ин-

тегрированного системного подхода. Поэтому методы и модели оптимизации 

бизнес-процессов предприятия на основе интегрированного подхода требуют 

на сегодняшний день обновления и совершенствования.  

Теории и методологии моделирования организации производственно-

транспортно-складских процессов посвящены работы зарубежных и отечествен-

ных исследователей: Р. Баллоу, Д. Бауэрсокса и Д. Клосса, М. Кристофера,      

Д. М. Ламберта, Дж. Р. Стока, Д. Уотерса, А. Гаррисона, Р. ван Гока, Дж. Шапи-

ро, Б. А. Аникина, В. И. Бережного, И. В. Бережной, А. А. Бочкарева, Е. В. Будри-

ной, А. М. Гаджинского, В. В. Дыбской, Е. И. Зайцева, В. К. Козлова, В. С. Лу-

кинского, Л. Б. Миротина, А. Г. Некрасова, Ю. М. Неруша, В. И. Сергеева,      

А. Н. Стерлиговой, С. А. Хруцкого и др. 

Несмотря на внушительное количество исследований по логистике и тео-

рии управления промышленным предприятием на основе логистических прин-

ципов, а также на различие постановок рассмотренных моделей задач управле-

ния как отдельными процессами, так и интегрированными бизнес-процессами 

предприятия остается открытым вопрос учета стохастических показателей при 

планировании и организации производства. 

Целью настоящей монографии является совершенствование частных ме-

тодов и моделей оптимизации организации производственно-транспортно-складс-

ких процессов предприятия, а также разработка интегрированной модели опти-

мизации организации бизнес-процессов предприятия в условиях как детерми-

нированного, так и случайного спроса. 
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ГЛАВА 1. ОРГАНИЗАЦИЯ ПРОИЗВОДСТВЕННО-

ТРАНСПОРТНО-СКЛАДСКИХ ПРОЦЕССОВ НА ПРЕДПРИЯТИИ 

ЛЕГКОЙ ПРОМЫШЛЕННОСТИ 

 

1.1.  Анализ современного состояния легкой промышленности России 

 

Ведущей отраслью народного хозяйства и основной составляющей мате-

риального производства страны является промышленность. Следовательно, про-

изводство – это важнейший компонент экономики любого государства, а разви-

тие производства – индикатор уровня жизни населения. В результате объектив-

ных особенностей современного этапа политико-экономического развития РФ и 

недостатка внимания бизнеса к отраслям обрабатывающих производств индекс 

промышленного производства по Российской Федерации (РФ) за период 2005–

2019 гг. и темпы прироста индекса производства по виду деятельности «Обра-

батывающие производства», как показано в табл. 1.1, в основном снижались [76], 

[36]. 

 

Т а б л и ц а  1.1. Индексы промышленного производства РФ и производства 

по виду экономической деятельности «Обрабатывающие 

производства» за 2005–2019 гг. 

Год 

Индекс промышленного 

производства 

(в % к предыдущему году) 

Индекс производства 

«Обрабатывающие производства» 

(в % к предыдущему году) 

2005 105,1 107,6 

2010 107,3 110,6 

2011 105,0 108,0 

2012 103,4 105,1 

2013 100,4 100,5 

2014 101,7 102,7 

2015 96,6 94,6 

2016 101,1 100,1 

2017 102,1 102,5 

2018 102,9 102,6 

2019 102,4 102,3 

 

Последние несколько лет наблюдается незначительный рост производ-

ства после экономического кризиса 2014 г. (рис. 1.1) [130], [68]. 
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Рис. 1.1. Индексы промышленного производства РФ 

и производства по виду экономической деятельности 

«Обрабатывающие производства» за 2005–2018 гг. 

 

Сложившаяся сегодня в РФ экономическая ситуация требует концентра-

ции внимания на производственном секторе. Для этого разработаны различные 

меры государственной поддержки, направленные на стимулирование развития 

отечественного производства конкурентоспособных товаров с высокой добав-

ленной стоимостью, что может стать одним из факторов роста промышленно-

сти. 

К числу инновационных, перспективных, социально значимых отраслей 

экономики относится и легкая промышленность (ЛП). На предприятиях отрас-

ли осуществляется полный цикл производства товара: от первичной обработки 

сырья до реализации готовой продукции [38]. Поэтому ЛП является многопро-

фильной отраслью, в которой занято огромное количество работников. 

Структура ЛП по видам экономической деятельности представлена на 

рис. 1.2 [91]. 
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Рис. 1.2. Структура легкой промышленности РФ [91]  

 

Текстильное и швейное производство складывается из текстильного про-

изводства, включающего изготовление пряжи и ниток, тканей, трикотажных и 

чулочно-носочных изделий, нетканых материалов, ковров и ковровых изделий, 

крученых изделий и шпагата, а также производства одежды, выделки и краше-

ния меха, включающего выпуск швейных изделий, аксессуаров, одежды, про-

изводство одежды и головных изделий из меха, одежды для отдыха и спорта и 

спецодежды.  

К производству кожи и изделий из кожи и производству обуви относятся 

дубление и отделка кожи, производство товаров и изделий из кожи, а также 

производство кожаной, текстильной, валяной и резиновой обуви [91]. 

Легкая промышленность выпускает многообразную продукцию для ши-

рокого круга потребителей: одежду и обувь для населения, сырье и материалы, 

высокотехнологичные ткани для других отраслей промышленности:  

− медицины и здравоохранения; 

− автомобиле- и авиастроения; 

ЛЕГКАЯ ПРОМЫШЛЕННОСТЬ РФ 
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Производство кожи, изделий 
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  изделия 

- нетканые  

  материалы 
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  и ковровые  

  изделия 

- крученые  

  изделия 

  и шпагат 

- прочее 

Производство 

одежды, вы-

делка 

и крашение 

меха: 

- швейные  

  изделия,  

  аксессуары 

- одежда 

  и головные  

  изделия 

  из меха 

- одежда 

  для спорта 

  и отдыха 

- спецодежда 

- одежда 

  из кожи 

 

Дубление и отделка кожи 

 

Производство товаров 

и изделий из кожи 

Производство обуви: 

- кожаной 

- текстильной 

  и резиновой 

- валяной 
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− строительства, дорожного строительства; 

− пищевой промышленности; 

− сельского хозяйства; 

− силовых структур; 

− рыболовства; 

− спорта; 

− детских образовательных учреждений; 

− охраны окружающей среды и многих др. 

Перечень основной производимой предприятиями легкой промышленно-

сти массовой и высокотехнологичной продукции представлен в табл. 1.2. 

 

Т а б л и ц а  1.2. Продукция предприятий легкой промышленности 

и основные потребители 

Область применения продукции 

предприятий ЛП 
Продукция предприятий ЛП 

Население 

 

Одежда, обувь, головные уборы 

Домовладения, гостиничный и туристиче-

ский бизнес, детские учреждения, больницы 

Одеяла, подушки, постельное белье, матра-

сы, шторы, ковры, скатерти и прочее 

Дорожное строительство 

 

Геотекстиль 

Строительство Материалы для кровли домов, утеплители, 

тканевые обои 

Автомобилестроение Воздушные фильтры и прокладочные мате-

риалы, звуко- и теплоизоляционные ткани, 

обивка салона машины, сидений, потолка 

Сельское хозяйство 

 

Агротекстиль 

Авиастроение Материалы для гражданской авиации, зву-

ко- и теплоизоляционные ткани 

Силовые структуры Влаго- и ветрозащитные, паропроницаемые, 

термостойкие ткани, спецодежда, форма 

Медицина, гигиена Защитные и перевязочные материалы, сред-

ства гигиены, подгузники 

Спорт Влаго- и ветрозащитные, паропроницаемые, 

термостойкие ткани, синтетические ткани 

Производство мебели Обивочная ткань 

Рыболовство Сети 

 

Доля легкой промышленности в общей структуре производства продукции 

по основным отраслям промышленности в 1990 г. составляла 6,4 %, а в 2000 г. 

уже 1,8 % [72]. Обвал производства 1990-х гг., разрушение существовавших 

цепей поставок отрасли в стране и наплыв дешевого импорта из ряда азиатских 

государств стали причиной критического положения легкой промышленности 

России. Только последние несколько лет отрасль постепенно и медленно вос-

станавливается и возрождается. 
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Динамика индексов производства продукции легкой промышленности 

России в 1992–2018 гг. представлена в табл. 1.3 [69], [70].  

 

Т а б л и ц а  1.3. Динамика изменения индексов производства легкой 

промышленности РФ в 1992–2019 гг., в % к предыдущему году 

 
1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 

Текстильное и швейное 

производство 71,9 78,9 55,0 70,6 78,4 102,1 92,3 

Производство кожи, изделий 

из кожи и производство обуви 78,0 78,0 50,3 67,9 73,0 88,5 78,9 

 

Продолжение табл. 1.3 

 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 

Текстильное и швейное 

производство 115,3 124,9 107,8 97,5 101,2 96,0 103,6 

Производство кожи, изделий 

из кожи и производство обуви 134,2 107,6 113,7 111,4 111,5 99,4 100,2 

 

Продолжение табл. 1.3 

 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 

Текстильное и швейное 

производство 111,8 99,5 94,6 83,9 108,8 100,8 100,7 

Производство кожи, изделий  

из кожи и производство обуви 122,0 102,3 99,7 98,5 119,9 105,7 98,1 

 

Продолжение табл. 1.3 

 
2013 2014 2015 2016 2017 2018 

 

Текстильное и швейное 

производство 104,3 97,5 88,3 105,3 105,6 103,8 

 

Производство кожи, изделий 

из кожи и производство обуви 95,6 97,2 88,6 105,1 104,2 96,3 

 

 

График изменения индексов производства (рис. 1.3) показывает реакцию 

отрасли легкой промышленности на происходившие в стране экономические 

кризисы начала 1990-х, 1998, 2008, 2014 гг. спадом темпов роста в результате 

снижения располагаемых доходов населения и падения потребительского спро-

са. 
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Рис. 1.3. Индексы производства продукции ЛП 

 

С 2016 г. наблюдается увеличение объемов выпуска продукции отрасли. 

Этому способствовал разработанный в 2015 г. проект [2], который ориентиро-

ван на устойчивость развития легкой промышленности и ее интеграцию в гло-

бальную экономическую систему, а также поставлена задача увеличения доли 

легкой промышленности в ВВП страны c 0,9 до 1,5 %. Этого можно достигнуть 

путем повышения производства, повышения показателей внутреннего спроса и 

импортозамещения, а также претворения в жизнь экспортного потенциала в вы-

сококонкурентных частях отрасли [2]. 

На основании проекта «Стратегии развития легкой промышленности Рос-

сии на период до 2025 года» [2] разработаны программы импортозамещения в 

компаниях с государственным участием, приняты системные меры поддержки 

в виде субсидирования процентов по кредитам, затрат на производство высоко-

технологичных тканей и финансирования лизинговых операций на обеспечение 

оборудованием ЛП. В отрасли произошел прорыв в производстве спецодежды, а 

также увеличение производства высокотехнологичных тканей и материалов [71]. 

В общем объеме отгруженных товаров собственного производства, вы-

полненных работ и услуг собственными силами по виду экономической дея-

тельности «Обрабатывающие производства» в 2018 г. в Российской Федерации 

(РФ) доля товаров предприятий ЛП составила 1,1 % [69], [70]. Для сравнения, 

этот же показатель в Китае в 2018 г. был равен 7,9 % [70]. В 2018 г. по сравне-

нию с 2017 г. в РФ увеличение объемов производства одежды и текстильных 

изделий составило 4,1 и 3,6 % соответственно, а в производстве кожи, изделий 

из кожи и производстве обуви произошло снижение на 3,7 % [70]. 

Однако, несмотря на значимость продукции предприятий ЛП для населе-

ния и экономики страны, а также различные меры государственной поддержки 

и некоторое увеличение объемов производства, основные трудности отрасли в 

настоящее время остаются нерешенными.  
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Инвестиции в основной капитал по виду экономической деятельности 

«Обрабатывающие производства» в 2018 г. были равны 2 584,9 млрд руб. [77], 

что составило 14,7 % от общего объема. Из них 0,1 % пришлось на производ-

ство текстильных изделий, по 0,03 % – на производство одежды, а также кожи, 

изделий из кожи и обувь [77]. Таким образом, инвестиции в основной капитал 

ЛП составили в 2018 г. 0,16 % от общего объема инвестиций в промышлен-

ность. В то же время степень износа основных фондов обрабатывающей про-

мышленности составила в 2018 г. 50,6 % [77]. А степень износа машин и обо-

рудования по виду деятельности «Обрабатывающие производства» в 2018 г. со-

ставила 60,4 % [77]. Из всего этого можно сделать вывод о технологической от-

сталости большинства предприятий ЛП. К индикаторам отставания развития 

отрасли относятся значительный удельный вес сырья, которое поставляется из 

других стран, а также немаловажным фактором, особенно в швейном производ-

стве, является значительная трудоемкость, которая имеет свое отражение в сто-

имости труда [2]. Следствием вышеперечисленных факторов является высокая 

себестоимость и низкая конкурентоспособность готовой продукции отрасли. 

К характерным особенностям деятельности предприятий ЛП относятся: 

− короткий жизненный цикл большинства продукции вследствие влияния 

моды и изменения предпочтений потребителей; высокие требования к дистри-

буции запасов сырья и готовой продукции; 

− сезонность производимой продукции и необходимость частого обнов-

ления ассортимента; 

− сложность и разнообразие ассортимента продукции, учитывающего мно-

гообразие цвета и размеры моделей; 

− высокая сложность прогнозирования спроса. 

Таким образом, ЛП РФ является одной из значимых и перспективных от-

раслей экономики. Основными проблемами развития отрасли являются высокая 

себестоимость и низкая конкурентоспособность готовой продукции из-за сле-

дующего: 

− макроэкономической нестабильности; 

− низких объемов капитальных вложений; 

− опережающего роста цен на сырье; 

− нерегулируемого завоза импортных товаров; 

− высоких налогов и рисков ведения предпринимательской деятельности 

и др. 

Для совершенствования деятельности, повышения конкурентоспособно-

сти и успешного развития отечественных предприятий легкой промышленности 

необходимо внедрение современных инструментов управленческой деятельно-

сти, учитывающих особенности отрасли и общеэкономическую конъюнктуру. 
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1.2.  Принципы оптимальной организации производственно- 

 транспортно-складских процессов на предприятиях легкой 

 промышленности 

 

В современных условиях неопределенности и неустойчивости рыночной 

среды для развития российской легкой промышленности особенно актуальным 

становится совершенствование системы инструментов формирования конкурен-

тоспособной продукции. 

Главное конкурентное преимущество предприятия, как правило, связано с 

его возможностью производить и продавать товар с минимальными суммарны-

ми затратами, а также возможностью обеспечить максимальное удовлетворение 

запросов потребителя.  

Одним из инструментов формирования конкурентоспособной продукции 

является реализация принципов рационального использования внутренних ре-

сурсов предприятия, основанных на использовании новых усовершенствован-

ных методов и подходов к организации потоковых процессов [60], [82], [49]. 

Данный инструмент разработан в рамках логистического подхода к организа-

ции деятельности предприятия. 

Роль логистики в организации современного производства заключается в 

оптимизации и интеграции всех процессов деятельности предприятия, в резуль-

тате которого снижаются совокупные издержки компании, увеличивается эф-

фективность производства и распространения товаров между участниками то-

вародвижения. Поэтому компании должны стремиться к изучению и совершен-

ствованию логистического подхода к управлению для развития своего бизнеса, 

повышения конкурентоспособности продукции, а также привлечения и макси-

мального удовлетворения потребителей [33], [57]. 

В настоящее время понятие «логистика» прочно закрепилось в научной и 

предпринимательской лексике. Однако термины, описывающие логистический 

подход к бизнесу, все время дополняются, некоторые из них уточняются и мо-

гут приобрести совершенно иной смысл. Схема развития логистики как науки 

представлена на рис. 1.4 [48]. 
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Рис. 1.4. Эволюция развития логистики [48] 

 

В период фрагментации под управлением предприятием понимали управ-

ление отдельными разрозненными процессами. Этот период характеризуется 

специализацией на исполнение конкретных, характерных только для данного 

процесса управленческих функций. Логистические действия (перевозка и хра-

нение грузов, складирование, сортировка, упаковка) рассматривались с позиции 

снижения суммарных операционных затрат в основных сферах деятельности 

предприятия. Это период формирования зачатков интеграционных и оптимиза-

ционных процессов. Далее идет становление логистики как науки, разрабаты-

ваются теоретические основы и практика логистики. Логистика в основном 

рассматривается как элемент военной науки. Дальнейшее развитие логистики 

связано с идеей интеграции производственных операций и логистических видов 

деятельности предприятия для достижения максимального экономического эф-

фекта. Развитие информационных технологий, глобализация экономики стали 

причиной всеобщей доступности информации и возможности постоянного кон-

троля и управления в режиме реального времени за материальными и информа-

ционными потоками предприятия. Зарождается новая идеология интегрирован-

ного управления логистическими процессами и бизнесом в целом, именуемая 

управление цепями поставок (SCM – Supply Chain Management), ориентирован-

ная на рациональную организацию потоковых процессов на макроуровне [48].   

На сегодняшний день, как отмечено выше, остается открытым вопрос 

единого толкования как самого термина «логистика», так и всей логистической 

терминологии. В связи с принадлежностью конкретного исследователя к тому 

или иному научному направлению (школе) и с изменениями, происходящими в 
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жизни и экономике, содержание термина «логистика» постоянно изменяется и 

дополняется, наполняясь новым содержанием.  

Возникнув как организация снабжения военных сил, логистика стала науч-

ным направлением об интегрированном подходе к управлению хозяйственной 

деятельностью в целях минимизации общих затрат на микро- и макроуровнях. 

Несмотря на различные определения термина «логистика», взгляды со-

временных авторов совпадают в следующем: объект изучения логистики – по-

токовые процессы, предмет изучения – экономико-организационные связи, ко-

торые формируют условия возникновения и функционирования потоков.  

Базовая концепция логистики – объединение теоретических знаний из раз-

личных научных дисциплин для решения экономической задачи организации 

движения и функционирования потоков. 

С точки зрения предприятия бизнес-идея логистики заключается в рацио-

нальной организации хозяйственной деятельности предприятия на основе инте-

грации всех функциональных и управленческих операций в единый процесс в 

целях оптимизации потоковых процессов. Реализация логистической организа-

ции производства предполагает комплексный охват процессов для оптимизации 

потоковых процессов, которая сопряжена с минимизацией издержек. Таким об-

разом, задача логистики заключается в снижении общих издержек предприятия 

в линии реализации процессов [47]. 

Логистический подход принципиально отличается от традиционного иде-

ей интеграции всех бизнес-процессов на предприятии для повышения эффек-

тивности управления материальными потоками и сопутствующими им инфор-

мационными потоками. 

К глобальным задачам логистики относятся: создание интегрированных 

систем управления любыми (материальными, информационными и др.) пото-

ками; планирование производства и контроль использования производственных 

мощностей, а также непрерывное развитие самой логистической концепции. 

Одной из этих глобальных задач является внедрение информационных 

технологий в процесс управления. При этом важно учитывать такой компонент, 

как время, чтобы успеть принять правильное решение в условиях быстро ме-

няющейся внешней среды. 

Частные задачи носят локальный характер, они отличаются большим раз-

нообразием и динамичностью [47]: 

– уменьшение стоимости и продолжительности транспортных перевозок; 

– максимальное сокращение стоимости хранения продуктов на складах; 

– выбор транспортного средства для конкретной перевозки; 

– выбор поставщиков материальных ресурсов и др. 

Логистический подход обеспечивает координацию движения материаль-

ных потоков на отдельных его участках. При этом можно выделить три функ-

ции логистики: интегрирующую, организационную и управляющую [48]. 

Интегрирующая функция проявляется в рассмотрении процесса товаро-

движения как единой целостной системы с позиций системного анализа. 

Организующая функция заключается в согласовании действий участни-

ков товародвижения. 
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Управляющая функция заключается в непосредственном управлении ма-

териальными и иными потоками. 

Так, в работе М. Кристофера [105] при логистическом подходе к органи-

зации производства совокупность таких видов деятельности, как обработка за-

казов, прогнозирование спроса, выбор месторасположения складов и производ-

ственных мощностей, распределение продукции, управление запасами, управле-

ние перевозками и транспортировка, загрузка-выгрузка и информационное со-

провождение грузов, упаковка, складирование и хранение, до- и послепродаж-

ное обслуживание потребителей следует рассматривать как некую интеграль-

ную функцию, множество видов деятельности для управления потоком матери-

алов.  

В работе [48] авторы В. И. Сергеев, В. В. Дыбская и другие определяют пе-

речисленные выше виды деятельности как операции. Подчеркивают, что харак-

терной особенностью операции является изменение физико-химических свойств 

объекта в пространстве и времени, место его выполнения, способ воздействия 

(человек или машина). Выделяют операционную логистическую деятельность, 

которая делится на различные виды деятельности, связанные с информацион-

ными и финансовыми аспектами перемещения или хранения запасов и товаров. 

Любые действия, связанные с возникновением и преобразованием основных 

потоков, сопутствующих данной операции, и не подлежащие разделению каса-

тельно вопросов управления образуют логистические операции. Для выполне-

ния полученной совокупности логистических операций формируются непо-

средственно логистические функции, указывающие на конкретный вид опера-

ционной логистической деятельности.   

При логистическом подходе главной целью деятельности предприятия 

является удовлетворение потребностей потребителей и максимизация прибыли 

производителей и поставщиков. Для достижения поставленной цели можно вы-

делить основные направления эффективной организации деятельности пред-

приятия: оптимизация и улучшение параметров входящих потоков ресурсов и 

товаров, согласованность действий подразделений предприятия, развитие свя-

зей с поставщиками и потребителями для соответствия выходящих потоков ма-

териальных товаров и услуг требованиям потребителей. 

Так, в работе Г. Г. Левкина [47] подчеркнуто, что эффективность органи-

зации, планирования и контроля производства зависит во многом от скоорди-

нированности действий отделов производства, логистики и маркетинга для 

обеспечения беспрепятственного прохождения материального потока на всем 

его пути. Рациональная организация всех бизнес-процессов предприятия обес-

печивается за счет координации деятельности по исполнению следующего: 

− плана закупок сырья и материалов; 

− плана производства; 

− плана маркетинга по вопросам реализации продукции, управления спро-

сом на продукцию.   

При логистическом подходе к организации производства на смену мини-

мизации издержек в каждом конкретном процессе 
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𝐶 = min𝐶1 +min𝐶2 +⋯+min𝐶𝑖 
приходит нахождение общего оптимального сочетания, при котором миними-

зируются издержки всей совокупности процессов 

𝐶 = min(𝐶1 + 𝐶2 +⋯+ 𝐶𝑖), 
где 𝐶𝑖 , 𝑖 = 1,… , 𝑛 – затраты на конкретный процесс; 

𝐶 – общие издержки.  

В работе Р. В. Сусова [89] отмечено, что организация и оптимизация биз-

нес-процессов на предприятии связана с формулированием целей бизнеса и его 

функций, к которым относятся: 

– маркетинговые исследования рынков сбыта; 

– стратегическое и оперативное планирование на предприятии; 

– разработка новых и модернизация существующих моделей продукции; 

– обеспечение производства материальными ресурсами, организация их хра-

нения на складах предприятия; 

– организация документооборота, отчетности и учета сырья, полуфабри-

катов и готовой продукции; 

– управление трудовыми ресурсами, подготовка и переподготовка кадров. 

Движение товаров от поставщика к потребителю включает в себя несколь-

ко стадий, таких как закупка материалов, производство, распределение (сбыт) 

продукции. Любая стадия товародвижения характеризуется специфическими осо-

бенностями, обусловленными целым рядом конкретных факторов. Все стадии 

товародвижения составляют единый процесс и должны рассматриваться имен-

но как составляющие части единого процесса. Определяющую роль в нем игра-

ет сбыт. Особенности производства (как экономические, так и организацион-

ные), объем и номенклатура закупок исходных материалов, специфика органи-

зации производственных процессов – всё это напрямую зависит от конечного 

этапа товародвижения, сбыта. При этом, естественно, все стадии товародвиже-

ния взаимосвязаны и влияют на общий процесс. Задача логистики состоит как 

раз в объединении стадий закупки, производства и сбыта в единый процесс.  

Логистика позволяет объединить организацию управления движением по-

токов материалов в единую интегрированную систему, которая включает в себя 

поиск и выбор источников сырья, процессы изготовления продукции и подго-

товку и реализацию сбыта готовых изделий. Методами логистики осуществля-

ется переход от частных, локальных задач подсистем к полномасштабным це-

лям производственной организации.  

Логистический подход к организации бизнес-процессов предприятия дает 

возможность осуществлять поиск оптимальных решений по движению и разме-

щению материальных потоков, поскольку рассматривает эти процессы как части 

единой системы. При этом, естественно, встает вопрос о возможности управле-

ния взаимодействием процессов, которые обеспечивают движение потоков ма-

териалов. Определяющими процессами движения материальных и связанных с 

ними информационных потоков являются производственные и транспортно-

складские процессы. 
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Организация складских процессов 

Неотъемлемой частью любого производственного предприятия является 

склад, в котором формируются запасы сырья, комплектующих, материалов для 

изготовления продукции, а также обеспечивается хранение, обработка и ком-

плектация готовых изделий для дальнейшей реализации. Рационализация пото-

ковых процессов в системе функционирования любого производственного пред-

приятия в значительной степени связана с работой складов. Схема прохождения 

материальных потоков от поставщика к потребителю в интегрированной си-

стеме бизнес процессов предприятия представлена на рис. 1.5. 

 

 
Рис. 1.5. Движение материального потока 

 

Организация складских процессов отвечает за снабжение, производство и 

сбыт, а также за качество и эффективность обеспечения потребителей необхо-

димыми ресурсами. 

Основная задача склада состоит в накоплении и хранении запасов для обес-

печения бесперебойного выполнения потребительских заказов.  

Организацию складских процессов на предприятии можно рассматривать 

с точки зрения эффективности работы самого складского комплекса или рацио-

нализации интегрированной составной части бизнес-процессов предприятия на 

основе логистического подхода. 

Основная функция склада готовой продукции как части интегрированной 

системы бизнес-процессов предприятия заключается в преобразовании произ-

водственного ассортимента в потребительский в соответствии со спросом на про-

дукцию и сбытом готовой продукции [6]. Эффективность выполнения данной 

функции зависит от согласованности действий поставщиков, потребителей, ра-

боты транспорта и самого склада. Данная процедура подразумевает исполнение 

следующих важнейших процедур:  

– принятие заказа клиента и обработка заказа;  

– доставка заказа покупателям.  

Короткий жизненный цикл продукции предприятий легкой промышлен-

ности, необходимость постоянного обновления ассортимента под влиянием мо-
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ды и его разнообразие по размерам и цветам накладывают определенные слож-

ности на организацию складских процессов по обработке заказов и созданию 

информационной базы на основе предпочтений потребителей для дальнейшего 

планирования производства. При этом от результатов организации работы скла-

да зависят комплектация заказов для предприятия на производство готовых из-

делий, организация планирования производства и снабжения. 

Таким образом, склад готовой продукции производственного предприятия 

можно определить как сбытовой склад, основным назначением которого являет-

ся создание условий и поддержание непрерывного движения продукции произ-

водства в сферу потребления, оптимальное сочетание интенсивности входящих 

и исходящих потоков необходимой продукции заданного качества на основе 

потребительского спроса при максимальном использовании складских мощно-

стей и минимальных затратах. В результате организации и планирования про-

цессов движения материальных потоков на складе готовой продукции прово-

дится анализ рынков сбыта товаров для формирования портфеля заказов потре-

бителей. Организация складских процессов тесно связана с транспортировкой 

грузов. 
 

Организация транспортных процессов 

Транспортировка является связующим звеном всех бизнес-процессов пред-

приятия и отвечает за перемещение продукции (сырья, запасов, незавершенного 

производства) в место потребления. Транспортные издержки имеют весомое 

значение в формировании стоимости готового изделия любого предприятия. 

Организация транспортных процессов производственного предприятия 

включает в себя как вопросы доставки материалов от поставщиков на предпри-

ятие, так и перемещения материалов, полуфабрикатов и готовых изделий внут-

ри предприятия, а также доставку готовой продукции клиентам. 

Движение транспортных средств осуществляется по маршрутам [47]. Марш-

рут – это путь следования транспорта при выполнении перевозок. Транспорт-

ный процесс носит циклический характер. Единичный цикл рассматриваемого 

процесс, который называется ездка, представляет собой законченный комплекс 

операций, необходимый для доставки груза. Ездка состоит из следующих опе-

раций: 

− погрузка; 

− перевозка; 

− разгрузка; 

− подача транспортного средства под новую загрузку [47]. 

Маршруты движения разрабатываются для сокращения величины пробе-

гов транспортных средств и транспортных издержек. 

Основным критерием оптимальности при составлении маршрутов движе-

ния выступает наименьший пробег транспортного средства. Но в то же время 

транспортные расходы, длительность доставки грузов по времени, обусловлен-

ная траекторией движения транспорта, качеством дорожного покрытия и пр., 

себестоимость транспортировки и другие показатели также можно рассматри-

вать в качестве критерия оптимальности. 
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В работе Г. Г. Левкина [3] и других авторов задача маршрутизации пере-

возок формулируется так: при заданном множестве поставщиков, пунктов раз-

мещения транспортных средств, потребителей, объемов поставок и ограниче-

ний по грузоподъемности транспортных средств определить маршруты, опти-

мальные по заданным критериям [47]. 
 

Организация транспортно-складских процессов 

Процессы транспортировки и складирования выполняют важные функции 

обслуживания основных и вспомогательных процессов предприятия на всех 

уровнях в сфере производства, снабжения и сбыта. Склад и транспорт связыва-

ют производителей и потребителей, позволяют производственным предприяти-

ям увеличивать объемы производства за счет расширения географии распро-

странения товара. Поэтому целесообразно совместное планирование транспорт-

но-складских процессов. 

Географическое расположение склада, значительно влияя на транспорт-

ные и складские расходы, играет весомую роль в формировании цены на ко-

нечный продукт предприятия. Интеграция складского хозяйства с транспортом 

и основным производством подчеркивает значимость склада в общей системе 

бизнес-процессов предприятия. 

В настоящей работе понятие «организация транспортно-складских про-

цессов» подразумевает нахождение оптимальных географических координат 

точек расположения складов относительно своих поставщиков и потребителей, 

при которых сокращается величина пробега транспортных средств и транс-

портных издержек и величина рациональных объемов перевозимых грузов. 

В целях максимизации прибыли предприятия недостаточно просто произ-

вести пользующуюся спросом продукцию. Необходимо быстро доставить эту 

продукцию потребителю. В какой-то степени это связано с коротким жизнен-

ным циклом и сезонностью продукции предприятия легкой промышленности. В 

противном случае потребитель может сделать выбор в пользу товара конкурен-

та, если он в данный момент находится на полке магазина. Большая часть по-

требителей предпочитает приобрести необходимый товар в начале сезона, а не 

в конце или середине, для того чтобы подольше пользоваться изделием. Ис-

ключением могут быть предметы интерьера, спецодежда.  

Поэтому организация транспортно-складских процессов решает вопросы 

физического распределения продукции, в том числе сбыта готовой продукции, 

расширения географии распределения продукции, анализа и предварительного 

прогнозирования спроса на продукцию, формирования портфеля заказов на 

производство товаров, организации оптимального планирования производства 

и снабжения для минимизации совокупных издержек производства и макси-

мального удовлетворения потребностей клиентов. 
 

Организация производственных процессов 

Производственный процесс является ключевым в цепочке всех бизнес-

процессов предприятия, где происходит физическое преобразование сырья и 

средств производства в готовое изделие. Значительная часть добавленной сто-
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имости создается в процессе производства. Ее первостепенная задача заключа-

ется в точном выполнении в полном объеме всех позиций производственного 

заказа. 

Беспрепятственное прохождение материального потока на всем пути его 

следования возможно при логистическом подходе к организации производства, 

когда каждый бизнес-процесс предприятия включен в интегрированную систе-

му управления материальными и информационными потоками. Каждый из про-

цессов выполняет отдельные задачи, а вместе они обеспечивают успешное функ-

ционирование организации в целом. Организация производственных процессов 

задает ритм всей глобальной системы управления товародвижением. 

Логистический подход к организации и планированию производственных 

процессов обеспечивает:  

− отсутствие избыточных запасов на складах предприятия; 

− сокращение времени на выполнение транспортно-складских операций; 

− отсутствие простоев оборудования; 

− отсутствие брака; 

− отсутствие нерациональных перевозок внутри предприятия; 

− установление партнерских отношений с поставщиками [47]. 

В конкурентной среде на первый план выходит задача реализации произ-

веденной продукции. Непостоянство и сложность прогнозирования спроса, ко-

роткий жизненный цикл продукции предприятий ЛП, постоянное изменение 

предпочтений покупателей под влиянием сезонности и моды задают нерацио-

нальность создания больших запасов. Однако существует необходимость пол-

ного удовлетворения спроса потребителей. Поэтому возникает необходимость в 

быстрой реакции на изменение спроса, в гибких производственных мощностях 

и системах, способных мгновенно реагировать и корректировать ассортимент и 

объемы производства продукции. На сегодняшний день адаптация к изменени-

ям спроса при логистическом подходе к организации процессов достигается 

при наличии качественной и количественной гибкости системы. Первое дости-

гается наличием универсального персонала и гибкого производства. А послед-

нее – за счет резерва оборудования и рабочей силы.  

Эффективная организация производственных процессов, планирование и 

контроль зависят во многом от организации управления потоковыми процесса-

ми. Интегрированный подход к управлению бизнес-процессами предприятия 

решает задачу разработки оптимального плана производства, учитывающего 

потребности клиентов в конкретные промежутки времени. Производственному 

процессу предшествует разработка предприятием плана выпуска продукции в 

соответствии с планом реализации, который определяет номенклатуру, ассор-

тимент и объемы выпуска продукции.  

Реализация производственных процессов в соответствии с транспортно-

складскими процессами должны наиболее полно удовлетворить спрос со сто-

роны потребителей, а, с другой стороны, обеспечить наиболее эффективное ис-

пользование ресурсов предприятия, обеспечивающего достижение максималь-

ной прибыли предприятия.  
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1.3.  Метод экономико-математического моделирования в управлении 

 бизнес-процессами предприятия 

 

Управление бизнес-процессами предприятия основывается на вовлечении 

отдельных элементов в интегрированный процесс бизнеса в целях предотвра-

щения возможных потерь различных ресурсов. Теоретические знания и накоп-

ленный практический опыт дают сегодня возможность свести к определенным 

стандартным моделям различные особенности движения материальных (и свя-

занных с ними) потоков, что экономит средства и время на составление инди-

видуальных программ. Управление бизнес-процессами предприятия – это слож-

ная задача, при разработке моделей бизнес-процессов необходимо учитывать 

влияние большого числа факторов, которые действуют в определенный момент 

времени. К основным таким факторам относятся [58]: 

1. Состав субъектов и их размещение. Система может быть сформирована 

одной или несколькими зависимыми или независимыми в юридическом плане 

организациями области производства и обращения (головная компания, дочер-

ние предприятия и т. д.), расположенных с учетом минимизации транспортных 

издержек. 

2. Количество складов и промежуточных (перевалочных) пунктов и их 

расположение. Учитывая требование оптимизации к логистическим системам, 

склады могут быть расположены прямо на предприятии, совмещая в себе функ-

ции хранения и переработки материальных запасов. При территориальной раз-

бросанности потребителей продукции можно организовать промежуточные пунк-

ты хранения.  

3. Варианты транспортных моделей. Для нахождения оптимальных марш-

рутов перевозки разрабатывается несколько вариантов транспортных моделей, 

учитывающих издержки, тип используемого транспорта, способ транспортиров-

ки, скорость, надежность и др. 

4. Связь. Один из важнейших факторов функционирования интегрирован-

ной системы бизнес-процессов предприятия, отвечающий за ее адаптивность и 

гибкость. Имеет большое значение при принятии решений. 

5. Информационная система. На сегодняшний день самый важный фак-

тор. В нее должны входить не только элементы внутренней системы, но и внеш-

ней среды. 

Эффективность функционирования бизнес-процессов предприятия осно-

вана на логистическом подходе к управлению организации и предполагает со-

гласованность и четкое взаимодействие всех перечисленных выше функцио-

нальных элементов с учетом влияния действующих факторов. При этом сте-

пень интеграции процессов зависит от поставленных целей. 

Таким образом, управление бизнес-процессами предприятия основывает-

ся на вовлечении отдельных элементов в интегрированный процесс бизнеса в 

целях предотвращения возможных потерь различных ресурсов на основе опти-

мизации производства. В качестве инструмента управления бизнес-процессами 

выступает математическая модель. 
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Методы экономико-математического моделирования являются одним из 

наиболее прогрессивных разделов прикладной экономики и все больше прони-

кают в менеджмент, коммерческую деятельность, маркетинг и логистику. 

Модель – некоторый идеальный образ реальный системы, замещающий 

оригинал в процессе ее исследования.  

Математические модели могут быть как детерминистическими, так и сто-

хастическими. 

Строго говоря, все явления реального мира носят стохастический харак-

тер. Даже если они подчиняются строгим законам физики, всегда есть место 

случайности, например, на падающее вниз тело действует сила ветра, искажая 

его траекторию. 

Очень часто стохастизм особенно сильно проявляется на начальном этапе 

развития процесса. Например, в работе физика Ю. Г. Маркова [54] показано, что 

на первоначальном этапе процесса роста структур на поверхности твердого те-

ла следует использовать стохастические модели, и только потом, когда процесс 

достаточно развился, модели термодинамики. 

Аналогичная ситуация наблюдается и при моделировании эпидемическо-

го процесса [13]. На начальном этапе эпидемия вообще может не развиться, а 

может и развиться, здесь существенную роль играет случайность, поэтому ис-

пользуются стохастические модели. При уже развившейся эпидемии можно ис-

пользовать детерминистические модели, которые будут давать результаты, близ-

кие к результатам, полученным с помощью стохастических моделей. 

В экономике случайный характер имеет величина спроса, однако выбор 

между детерминистической и стохастической моделью обусловлен тем, насколь-

ко велика дисперсия этой величины. 

Экономико-математическое моделирование можно разделить на следую-

щие этапы (табл. 1.5) [45]. 

 

Т а б л и ц а  1.5. Этапы экономико-математического моделирования [45] 

Этап Название этапа Последовательность действий 

1 Составление 

экономической модели 

Определяется цель исследования; 

выполняется постановка задачи; 

проводится качественное описание объекта  

или процесса в виде экономической модели 

2 Построение экономико-

математической модели 

На основе экономической модели формируется 

математическая модель изучаемого объекта 

или процесса; 

осуществляется выбор методов исследования; 

подготавливаются исходные данные; 

выполняется программирование модели на ЭВМ 

3 Анализ полученных 

результатов 

Анализ математической модели, реализованной 

в виде программ для ЭВМ; 

обработка и анализ полученных результатов 

 

Повышению качества и эффективности принимаемых решений в управ-

лении предприятием служит многообразие математических методов и моделей 
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линейного, нелинейного, целочисленного, динамического и стохастического про-

граммирования, математической статистики, теории игр, теории графов и сете-

вого моделирования, теории вероятностей, теории управления запасами, теории 

очередей, корреляционного и регрессионного анализа. В решении вопросов управ-

ления предприятием модели выполняют следующие функции [58]: 

1. Дескриптивная функция. Позволяет описать происходящие на практике 

сложные процессы и явления с помощью схем и знаков простым языком с по-

мощью абстрагирования, отвечает на вопрос «почему?». 

2. Прогностическая функция. Дает возможность предсказать будущие свой-

ства и состояния моделируемой системы, отвечает на вопрос «что будет?». 

3. Нормативная функция. Заключается в построении желательного образа 

моделируемого объекта, отвечает на вопрос «как добиться желаемого состоя-

ния?».  

Понятно, что для того, чтобы достичь цели, необходимо описать и спро-

гнозировать реальность, ограниченную теми или иными факторами (уровень 

развития науки, возможности программного обеспечения и пр.). Множество ха-

рактеризующих особенности предприятия признаков позволяют разработать 

максимально приближенные к реальным условиям модели, что позволяет де-

лать наиболее точные расчеты при прогнозировании и управлении. Поэтому 

принятие решения – это выбор одной из имеющихся альтернатив по некоторо-

му критерию эффективности (оптимальности). 

Принятие решений в бизнесе обычно базируется на рассмотрении и ана-

лизе возможных альтернатив. Для сравнения вариантов и выбора оптимального 

решения, как правило, применяется количественный критерий – показатель эф-

фективности. Такой критерий должен давать формальное выражение преиму-

ществ и недостатков рассматриваемых вариантов. В качестве таких критериев в 

разных ситуациях могут выступать такие показатели, как объемы продаж, пока-

затели прибыли и рентабельности, величина издержек, общая стоимость бизне-

са, финансовая устойчивость, производительность труда и др.  

Большое количество задач планирования и управления в настоящее время 

решаются методами математического программирования и позволяют сегодня 

решать самые разнообразные задачи планирования в управлении. Методы ли-

нейного программирования являются наиболее развитыми при решении опти-

мизационных задач: планирования производства (определение оптимального ас-

сортимента продукции, оптимального раскроя материалов и др.), задач транс-

портного типа (составление рациональных маршрутов, задача о назначении, за-

дача коммивояжера и др.) и т. д.  

Еще совсем недавно существовал серьезный ряд обстоятельств, препят-

ствовавших широкому использованию математических методов в предприни-

мательской деятельности: сложности в организации поиска и анализа больших 

объемов информации, малая обеспеченность электронно-вычислительной тех-

никой, необходимость привлечения для разработки алгоритма расчета и про-

граммного обеспечения математиков-программистов. Однако в наши дни по-

давляющее большинство алгоритмов реализовано в виде специализированных 

пакетов прикладных программ, для использования которых не требуется специ-
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альная подготовка. Поэтому экономико-математические методы и модели всё 

более активно и широко применяются в бизнесе, что позволяет заметно повы-

шать качество и эффективность принимаемых решений и организации произ-

водства в целом. 

Обзор существующих частных моделей (производственных, транспорт-

ных) и интегральных (транспортно-складских, производственно-транспортно-

складских) моделей с анализом их недостатков и определением направлений их 

совершенствования будет проведен в следующих главах. 

 
ГЛАВА 2. ЧАСТНЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 

ОПТИМАЛЬНОЙ ОРГАНИЗАЦИИ ПРОИЗВОДСТВЕННО-

ТРАНСПОРТНО-СКЛАДСКИХ ПРОЦЕССОВ 

 

2.1.  Типовые модели производственных процессов 

 

Основой деятельности любого предприятия является процесс производ-

ства, где происходит преобразование сырья и материалов в готовый продукт. 

Для эффективной организации производства необходима система мер, направ-

ленная на рационализацию сочетания в пространстве и времени элементов, за-

нятых в процессе производства. Применение экономико-математических моде-

лей и методов помогает в решении данной задачи, влияет на результативность 

принимаемых решений в области организации производства. Традиционно мо-

дели производственных процессов принято делить на следующие [24]: модели 

формирования оптимального ассортимента, модели процессов смешивания, 

модели оптимального раскроя материалов (табл. 2.1). 

 

Т а б л и ц а  2.1. Математические модели производственных процессов [24] 

Наименование 

и цель задачи 
Математическая модель 

Условные 

обозначения 

 

Задача оптимизации 

ассортимента продукции 

____________________________ 

Максимизировать получаемый 

результат при ограниченных 

ресурсах  

∑𝑐𝑗𝑥𝑗 → max;

𝑛

𝑗=1

 

∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑖 , 𝑖 = 1,… ,𝑚;

𝑛

𝑗=1

 

𝑥𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1,… , 𝑛 

m – количество 

используемых 

производственных  

ресурсов (производ-

ственные мощности, 

сырье, рабочая сила 

и др.); 

n – количество 

выпускаемых  

продуктов; 

aij – объем затрат 

ресурса i на выпуск 

единицы продукта j; 

cj – прибыль от выпус-

ка и реализации 

единицы продукта j 
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Продолжение табл. 2.1 

Наименование 

и цель задачи 
Математическая модель 

Условные 

обозначения 

 

Задача оптимизации 

ассортимента продукции 

____________________________ 

Минимизировать потребление 

ресурсов при заданном 

результате 

∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 → min;

𝑛

𝑗=1

𝑖 = 1,… ,𝑚; 

∑𝑐𝑗𝑥𝑗 ≥ 𝐶, ;

𝑛

𝑗=1

 

𝑥𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1,… , 𝑛 

bi – количество 

имеющегося ресурса i; 

C – минимально 

допустимое значение 

результата; 

xj – объем выпуска 

продукта j 

 

Задача оптимизации 

использования оборудования 

____________________________ 

Минимизировать затраты 

путем планирования работы 

оборудования 

∑∑𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 → min;

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

∑𝑏𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 ≥ 𝑁𝑗 , 𝑗 = 1,… , 𝑛;

𝑚

𝑖=1

 

∑𝑥𝑖𝑗 = 𝑇𝑖 , 𝑖 = 1,… ,𝑚;

𝑛

𝑗=1

 

𝑥𝑖𝑗 ≥ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚, 𝑗 = 1,… , 𝑛 

 

m – количество моделей 

машин; 

n – количество видов 

продукции; 

bij – производительность 

i-й машины по выпуску 

j-го вида продукции; 

cij – стоимость часа 

работы i-й машины 

при выпуске j-го вида 

продукции; 

Nj – минимально 

допустимое количество 

продукции j-го вида; 

Ti – максимально 

допустимый ресурс 

времени работы i-й 

машины; 

xij – время работы i-й 

машины по выпуску 

j-го вида продукции 

 

Задача минимизации 

дисбаланса на линии сборки 

____________________________ 

Максимизация выпуска изделий 

при ограничениях по ресурсам 

заводов 

∑∑𝑏𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 → max;

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

∑𝑏𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 − 𝑌 ≥ 0, 𝑗 = 1,… , 𝑛;

𝑚

𝑖=1

 

∑𝑥𝑖𝑗 = 𝑇𝑖 , 𝑖 = 1,… ,𝑚;

𝑛

𝑗=1

 

𝑥𝑖𝑗 ≥ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚, 𝑗 = 1,… , 𝑛; 

𝑌 ≥ 0. 

𝑌 = min∑𝑏𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

 

m – количество заводов; 

n – количество узлов 

(комплектующих) 

изделий; 

bij – производительность 

i-го завода по выпуску 

j-го узла; 

Ti – максимальный 

ресурс времени i-го 

завода в течение неде-

ли; 

xi,j – недельный фонд 

времени, выделяемый 

на i-м заводе для про-

изводства j-го узла; 

Y – количество изделий 
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Окончание табл. 2.1 

Наименование 

и цель задачи 
Математическая модель 

Условные 

обозначения 

 

Задача оптимизации 

раскроя материалов 

____________________________ 

Минимизировать отходы 

(по площади, длине, объему, 

массе и стоимости) при плани-

ровании раскроя, обеспечиваю-

щего необходимый объем 

заготовок 

∑𝑃𝑗𝑥𝑗 +∑∑𝑦𝑖𝑗 → min;

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

 

∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 −∑𝑦𝑖𝑗 = 𝑏𝑖, 𝑖

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

= 1,… ,𝑚; 
𝑥𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1,… , 𝑛; 

𝑦𝑖𝑗 ≥ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚, 𝑗 = 1,… , 𝑛 

 

m – количество видов 

рулонов различной 

ширины Hi; 

n – количество вариан-

тов раскроя рулонов 

стандартной ширины L 

на рулоны шириной Hi; 

Pj – возможные потери 

(обрезки) при j-м вари-

анте раскроя стандарт-

ного рулона; 

ai,j – количество рулонов 

i-го вида, получаемых 

при раскрое стандарт-

ного рулона по j-му 

варианту; 

bi – потребность 

в нестандартных руло-

нах каждого вида; 

xj – количество стан-

дартных рулонов, 

разрезаемых по j-му 

варианту; 

yij – количество избы-

точных рулонов 

нестандартной ширины 

li, получаемые при j-м 

варианте раскроя 

стандартного рулона 

 

В общем виде задача производственного планирования состоит в опреде-

лении такого плана производства одного или нескольких видов продукции, при 

котором наиболее рационально используются имеющиеся ресурсы [39]. Этот 

план должен обеспечить оптимальность выбранного критерия. 

{

∑ 𝑐𝑗𝑥𝑗
𝑛
𝑗=1 → max;

∑ 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑖 ,   𝑖 = 1,… ,𝑚;
𝑛
𝑗=1

𝑥𝑗 ≥ 0,   𝑗 = 1,… , 𝑛.

   ,                                       (2.1) 

где j – номер продукта, j = 1, …, n; n – число выпускаемых продуктов; 

i – номер ресурса, i = 1, …, m; m – число используемых ресурсов; 

𝑎𝑖𝑗  – нормы расхода i-го ресурса на выпуск единицы j-го продукта; 

𝑏𝑖 – общее количество i-го ресурса; 

𝑥𝑗 – объём выпуска j-го продукта; 

𝑐𝑗 – прибыль от реализации единицы продукции j-го вида. 
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Задача (2.1) является стандартной задачей линейного программирования 

(ЗЛП) на поиск максимума. Вектор x = (x1, …, xn), компоненты которого удо-

влетворяют описанным ограничениям, является допустимым решением ЗЛП. 

Допустимое решение ЗЛП, при котором целевая функция достигает экстрему-

ма, представляет собой оптимальное решение. 

Методы оптимизации, сформулированные Л. В. Канторовичем в 1939 г. и 

первоначально разработанные для рационального распределения ограниченных 

ресурсов в процессе хозяйственной деятельности, послужили толчком для раз-

вития линейного программирования и играют важную роль в решении задач 

управления различными объектами.  

Отметим, что задачи производственного планирования – это очень широ-

кий класс оптимизационных управленческих задач, которые рассматриваются 

многими авторами: [3], [23], [26], [28], [31], [39], [40], [41], [43], [90], [92], [97] и 

др. Их математическое описание не ограничивается только моделями линейно-

го программирования. Для этой цели используют все виды математического 

программирования: линейное, нелинейное, дискретное (целочисленное и буле-

во), динамическое, многокритериальное и др. 

Анализ работ по данной теме выявил, что постановка большинства рас-

смотренных задач предполагает постоянство прибыли от единицы продукции, 

что возможно при постоянной цене и постоянной себестоимости. Однако, как 

известно из экономической теории, на рынке несовершенной конкуренции как 

цена, так и себестоимость продукции зависят от объема ее выпуска (закон спроса 

и закон масштаба производства соответственно). Поэтому одной из важнейших 

задач является разработка математических моделей оптимизации планирования 

производства с учетом указанных выше зависимостей. 

 

2.2.  Типовые модели транспортных процессов 

 

Бесспорно, транспорт играет важную роль в организации производства, 

перевозит сырье, полуфабрикаты, готовую продукцию, связывает поставщиков, 

потребителей и производителей. Поэтому для оптимального планирования дви-

жения транспорта получили широкое распространение транспортные задачи. 

Задачу нахождения плана перевозок товара от m поставщиков к n потребите-

лям, минимизирующего транспортные затраты, называют транспортной зада-

чей.  

Математический задача выглядит следующем образом [23]: 

минимизировать транспортные издержки 

∑ ∑ 𝑐𝑖𝑗
𝑛
𝑗=1

𝑚
𝑖=1 𝑥𝑖𝑗 → min                                          (2.2) 

при ограничениях 

{

∑ 𝑥𝑖𝑗 = 𝑆𝑖 , 𝑖 = 1,… ,𝑚;
𝑛
𝑗=1

∑ 𝑥𝑖𝑗
𝑚
𝑖=1 = 𝐷𝑗 , 𝑗 = 1,… , 𝑛;     

𝑥𝑖𝑗 ≥ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚; 𝑗 = 1,… , 𝑛,

                                 (2.3) 
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где Si > 0, i = 1, …, m – мощность i-го поставщика (количество имеющегося то-

вара); 

Dj > 0, j = 1, …, n – потребность в товаре j-го потребителя; 

ci j – стоимость перевозки единицы товара (в денежных единицах) от i-го 

поставщика к j-у потребителю; 

хi j – объемы поставок товара от i-го поставщика к j-у потребителю.  

Транспортная задача называется закрытой, если  

∑𝑆𝑖

𝑚

𝑖=1

=∑𝐷𝑗

𝑛

𝑗=1

. 

Если такого равенства нет, то задачу называют открытой. 

На рис. 2.1 показана иллюстрация транспортной задачи в виде графа из m 

точек поставщиков и n точек потребителей, образующих узлы сети. Маршруты 

движения, связывающие поставщиков с потребителями, образуют дуги (i, j). 

Каждой из этих дуг соответствуют следующие значения:  

cij  – стоимость перевозки единицы груза из точки i в точку j; 

xij  – поставок товара от i-го поставщика к j-у потребителю; 

Si  – общий объем груза в точке i (предложение); 

Dj – общий объем грузов в точке j (спрос). 

Необходимо решить задачу минимизации общих транспортных издержек 

при переменных xij и имеющихся ограничениях на спрос и/или предложение 

товара.  

 

 
Рис. 2.1. Графическое представление транспортной задачи 

 

Основные типовые модели транспортных процессов представлены в табл. 2.2. 

  

1 

m 

2 

 

1 

2 

 

n 

Спрос Предложение 

D1 
S1 

S2 

Sm 

D2 

Dn 

… … 
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Т а б л и ц а  2.2. Примеры типовых моделей транспортных процессов 

Наименование 

и цель задачи 
Математическая модель 

Условные 

обозначения 

 

Классическая 

транспортная 

задача 

Минимизировать 

суммарную стои-

мость перевозок 

от источников 

к стокам при их 

заданных мощно-

стях 

∑∑𝑐𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝑥𝑖𝑗 → min 

∑𝑥𝑖𝑗 = 𝑆𝑖, 𝑖 = 1,… ,𝑚;

𝑛

𝑗=1

∑𝑥𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

= 𝐷𝑗 , 𝑗 = 1,… , 𝑛;     

𝑥𝑖𝑗 ≥ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚; 𝑗 = 1,… , 𝑛.

 

∑𝑆𝑖

𝑚

𝑖=1

=∑𝐷𝑗

𝑛

𝑗=1

 

хi j – объемы по-

ставок товара 

от i-го источника 

к j-у стоку; 

ci j – стоимость 

перевозки едини-

цы товара (в де-

нежных едини-

цах) от i-го ис-

точника к j-у сто-

ку; 

Si > 0 – мощность 

i-го источника 

(суммарный объ-

ем поставок това-

ра от i-го постав-

щика), i = 1, …, 

m; 

Dj > 0 – мощность 

j-го стока (сум-

марный объем 

поставок товара 

к j-у потребите-

лю), j = 1, …, n 

 

Транспортная 

задача 

с промежуточ-

ными пунктами 

Минимизировать 

суммарную стои-

мость перевозок 

от источников 

к стокам по марш-

руту, который 

проходит через 

промежуточный 

склад при задан-

ных мощностях 

∑∑𝑐𝑖𝑗
𝑗∈𝐽𝑖∈𝐼

𝑥𝑖𝑗 → min            

∑𝑥𝑖𝑗 = 𝑆𝑖, ∀𝑖 𝜖 𝐼;

𝑗𝜖𝐽

∑𝑥𝑖𝑗
𝑖𝜖𝐼

= 𝐷𝑗 , ∀𝑗 ∈ 𝐽;

∑𝑥𝑘𝑗
𝑗∈𝐽

+ 𝑥𝑘𝑘 = 𝑇𝑘 + 𝐵, ∀𝑗 ∈ 𝐽;

𝑥𝑖𝑗 ≥ 0, ∀𝑖 ∈ 𝐼, ∀𝑗 ∈ 𝐽;

𝑥𝑖𝑗 ∈ 𝑁 ∪ {0}, ∀𝑖 ∈ 𝐼, ∀𝑗 ∈ 𝐽

 

J – множество 

номеров складов, 

на которые товар 

может быть до-

ставлен с k-го 

склада; 

I – множество 

номеров складов, 

с которых товар 

может быть 

доставлен на k-й 

склад;  

Tk – величина чи-

стого запаса то-

вара, равная объ-

ему исходного 

предложения или 

исходного спроса 
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Окончание табл. 2.2 

Наименование 

и цель задачи 
Математическая модель 

Условные 

обозначения 

 

Задача выбора 

кратчайшего 

пути 

Найти путь 

минимальной 

стоимости 

при заданных 

ограничениях 

∑∑𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 → min

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

                    

∑𝑥𝑖𝑗 = 1, 𝑖 = 1,… , 𝑛;

𝑛

𝑗=1

∑𝑥𝑖𝑗 = 1, 𝑗 = 1,… , 𝑛

𝑛

𝑖=1

;

∑𝑥𝑘𝑗 −∑𝑥𝑖𝑘 = 𝑇𝑘, 𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑛, 𝑘 ≠ 𝑖, 𝑘 ≠ 𝑗;

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

𝑇1 = 1, 𝑇𝑛 = −1, 𝑇𝑘 = 0, 𝑘 = 2,… , 𝑛 − 1;

𝑥𝑖𝑗 ∈ 𝑁 ∪ {0}, 𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛

 

 

Для каждого k-го 

промежуточного 

пункта вводим 

переменные 𝑥𝑘𝑘  

c соответствую-

щим им коэффи-

циентами 𝑐𝑘𝑘 = 0 

в целевой функ-

ции; 

𝑇𝑘 − величина 

чистого запаса 

 

Задача 

коммивояжера 

Построить такой 

маршрут обхода 

всех n пунктов 

(по одному разу 

каждого), при ко-

тором общая 

длина пути будет 

минимальной 

∑∑𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 → min

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

∑𝑥𝑖𝑗 = 1,   𝑖 = 1,… , 𝑛;

𝑛

𝑗=1

∑𝑥𝑖𝑗 = 1,     𝑗 = 1,… , 𝑛;

𝑛

𝑖=1

𝑢𝑖 − 𝑢𝑗 + 𝑛𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑛 − 1,   𝑖, 𝑗 = 2,… , 𝑛,   𝑖 ≠ 𝑗;

𝑥𝑖𝑗 ∈ {0,1},   𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑛;

𝑢𝑖 ∈ 𝑅,   𝑖 = 2,… , 𝑛

 

ui – дополнитель-

ные переменные 

 

Таким образом, в литературе существует множество различных вариантов 

постановки транспортной задачи (классическая транспортная задача без про-

межуточных пунктов, транспортная задача при наличии промежуточных пунк-

тов, задача нахождения кратчайшего пути, задача оптимизации маятниковых 

маршрутов, задача коммивояжера). Такое различие обусловлено различием си-

туаций, которые могут складываться при решении задач транспортной логисти-

ки. Однако, несмотря на различие постановок, все они имеют одну общую чер-

ту – положение пунктов отправки и приема грузов задано заранее и не подле-

жит изменению. 

 

2.3.  Нелинейная математическая модель оптимизации 

 производственного процесса 

 

Организация производства на предприятии связана с необходимостью оп-

тимизации процессов, обеспечивающих наиболее высокий уровень его эконо-

мической эффективности. Производственный процесс, в ходе которого проис-
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ходит физическое преобразование сырья в готовый продукт, является ключе-

вым в цепочке всех бизнес-процессов. Ему предшествует разработка предприя-

тием плана выпуска продукции, отражающего номенклатуру и ассортимент про-

изводства продукции в соответствии с планом реализации, обязательствами пред-

приятия и экономическими условиями. Реализация плана производства решает 

задачи определения номенклатуры, ассортимента и объема выпуска продукции, 

которые, с одной стороны, должны наиболее полно удовлетворить спрос со сто-

роны потребителей, а, с другой стороны, обеспечить наиболее эффективное ис-

пользование ресурсов предприятия, обеспечивающего достижение максималь-

ной прибыли предприятия.  

Ассортиментная политика предприятия строится на основе решения зада-

чи оптимизации, которая в работах большинства авторов [5], [39], [106], [108] 

рассматривается как задача линейного программирования (ЗЛП). Решение ЗЛП 

обычно осуществляется симплекс-методом [44], который позволяет получить аб-

солютно точное решение. При этом количество шагов алгоритма является ко-

нечным. 

Однако на рынке несовершенной конкуренции (РНК), к которому относит-

ся и рынок изделий легкой промышленности как цена, так себестоимость това-

ра, а следовательно, и прибыль от единицы продукции изменяются в зависимо-

сти от объема производства. 

Нелинейность зависимости цены и себестоимости продукции от объема 

производства учтена в работах [16], [18], [20], [64]. Рассмотрим подробно дан-

ную модель. В ней предполагается, что фирма способна производить n типов 

изделий. 

Введем обозначение 𝑞𝑖-объем производства i-го типа изделия (i = 1, …, n). 

Определим целевую функцию как максимизацию общей прибыли: 
 

П = ∑ П𝑖 → max,                                                            𝑛
𝑖=1  (2.4) 

где П𝑖 – прибыль от реализации i-го типа изделия. 

При этом П𝑖 = (𝑃𝑖 − 𝐴𝑇𝐶𝑖)𝑞𝑖 ,  
где 𝑃𝑖 – цена товара; 

𝐴𝑇𝐶𝑖 – его себестоимость. 

На рынке несовершенной конкуренции как себестоимость продукции, так 

и ее цена зависят от объема производства (эффект масштаба производства и за-

кон спроса соответственно), т. е. 𝑃𝑖 = 𝑓(𝑞𝑖), 𝐴𝑇𝐶𝑖 = 𝜑(𝑞𝑖). 

Тогда П𝑖 = (𝑓(𝑞𝑖) − 𝜑(𝑞𝑖))𝑞𝑖 = 𝐺(𝑞𝑖). 
Модель (2.4) можно переписать в следующем виде: 

П =∑(𝑃𝑖 − 𝐴𝑉𝐶𝑖)𝑞𝑖 − 𝐹𝐶 → max,                                  (2.5)

𝑛

𝑖=1

 

где 𝐴𝑉𝐶𝑖 – средние переменные издержки на единицу продукции; 

𝐹𝐶 – постоянные издержки, не зависящие от объема выпуска продукции. 

Тогда условие максимизации прибыли можно записать в виде 
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П′ =∑(𝑃𝑖 − 𝐴𝑉𝐶𝑖)𝑞𝑖

𝑛

𝑖=1

=∑П𝑖
′ → max.                          (2.6)

𝑛

𝑖=1

 

Отметим, что на рынке совершенной конкуренции (РСК) цена продукции 

не зависит от ее объема: 

𝑃𝑖 = const;   𝐴𝑉𝐶𝑖 = const;   𝑃𝑖 − 𝐴𝑉𝐶𝑖 = const, 
т. е. прибыль от единицы продукции постоянна, что позволяет использовать для 

решения задачи оптимизации плана производства общепринятую линейную 

модель. 

На рынке несовершенной конкуренции (РНК), к которому относится и 

рынок изделий легкой промышленности, каждая фирма является монополистом 

своих моделей продукции и имеет убывающую кривую спроса по каждому 

конкретному товару: 

𝑞𝑖 = 𝜑(𝑝𝑖). 
В качестве функции, обратной функции спроса, можно использовать убы-

вающую степенную функцию: 

𝑃𝑖 =
𝑎𝑖

𝑞𝑖
𝛼𝑖
(𝑎𝑖 > 0;    0 < 𝛼𝑖 < 1), 

тогда прибыль от реализации i-го вида продукции без учета постоянных затрат: 

П𝑖
′ = (

𝑎𝑖

𝑞𝑖
𝛼𝑖
− 𝐴𝑉𝐶𝑖)𝑞𝑖 = 𝑎𝑖𝑞𝑖

1−𝛼𝑖 − 𝐴𝑉𝐶𝑖𝑞𝑖 

и условие оптимизации qi  при отсутствии ограничений имеет вид 

𝑑П𝑖
′

𝑑𝑞𝑖
= 𝑎𝑖(1 − 𝛼𝑖)𝑞𝑖

−𝛼𝑖 − 𝐴𝑉𝐶𝑖 = 0.                                   (2.7) 

Отсюда 

𝑞𝑖
𝛼𝑖 =

𝑎𝑖(1 − 𝛼𝑖)

𝐴𝑉𝐶𝑖
.                                                                 (2.8) 

Логарифмируя левую и правую часть уравнения (2.8), получим 

𝑞𝑖
∗ = 𝑒𝑥𝑝 {ln (

𝑎𝑖(1 − 𝛼𝑖)

𝐴𝑉𝐶𝑖
) 𝛼𝑖⁄ }. 

На практике найденный оптимальный объем производства 𝑞𝑖
∗ для кон-

кретной фирмы может оказаться недостижим в связи с ограниченными произ-

водственными возможностями. Это означает добавление в задаче ряда ограни-

чений, например ограничения по использованию оборудования: 

∑𝜇𝑘𝑖𝑞𝑖 ≤ 𝑇𝑘 ,    

𝑛

𝑖=1

(𝑘 = 1,… , 𝐾),                                       (2.9) 

где 𝜇𝑘𝑖 – время, затрачиваемое k-м типом оборудования на обработку единицы 

i-го продукта; 

𝑇𝑘 – общий ресурс времени k-го оборудования; 

K – количество разных типов оборудования. 
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В принципе в задаче могут быть ограничения по различным ресурсам (тру-

довым, финансовым и др.) Таким образом, фактически имеется задача нелиней-

ного программирования (НЛП).   

Для решения задач НЛП разработаны различные методы. К ним относят-

ся такие методы, как метод множителей Лагранжа, квадратичное и выпуклое 

программирование, градиентные методы [44], метод обобщенного приведенно-

го градиента, метод наискорейшего спуска Ньютона, метод штрафных функ-

ций, метод случайного поиска, метод покоординатной оптимизации и др. Отме-

тим, что выбор метода в конкретной ситуации зависит от вида имеющейся це-

левой функции и имеющейся системы ограничений. 

Задача НЛП заключается в отыскании экстремума (минимума или мак-

симума) нелинейной целевой функции при некоторой системе ограничений в 

виде равенств и/или неравенств. При этом ограничения могут быть как линей-

ными, так и нелинейными.  

Предположим, что целевая функция f(x) является непрерывной, ℎ1(𝑥), ℎ2(𝑥),  
… , ℎ𝑚(𝑥) задают ограничения в виде равенств, 𝑔𝑚+1(𝑥), … , 𝑔𝑝(𝑥) – задают огра-

ничения в виде неравенств, а𝑥 = [𝑥1,𝑥2, … , 𝑥𝑛]
𝑇
– вектор-столбец компонент 𝑥1, 

𝑥2, … , 𝑥𝑛 в n-мерном пространстве. 

Как и в задаче линейного программирования [99], переменные 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 

могут быть объемами производства различных моделей продукции, тогда как 

целевая функция может представлять собой прибыль или какой-то иной эконо-

мический показатель (условия работы, производственные мощности, нормати-

вы и т. д.). Задачу НЛП можно сформулировать следующим образом: 

максимизировать (минимизировать) 𝑓(𝑥)           (2.10) 

при m линейных и (или) нелинейных ограничениях в виде равенств 

ℎ𝑗(𝑥) = 0,   𝑗 = 1, 2,… ,𝑚    (2.11) 

и (p-m) линейных и (или) нелинейных ограничениях в виде неравенств 

𝑔𝑗(𝑥) ≥ 0, 𝑗 = 𝑚 + 1,… , 𝑝.                                     (2.12) 

В литературе имеет место и другое представление выражений (2.10)–(2.12): 

максимизировать (минимизировать){𝑓(𝑥)|𝑥 ∈ 𝑅},          (2.13) 

где R – область допустимых значений переменной х, где выполнены условия 

(2.11) и (2.12) 

𝑅 = {𝑥|ℎ𝑗 = 0, 𝑔𝑗(𝑥) ≥ 0 для всех 𝑗}.                 (2.14) 

Отметим, что знак неравенства 𝑔𝑗(𝑥) ≥ 0 может быть изменен на обрат-

ный путем умножения на (-1), что никак не меняет математическую постановку 

задачи. 

Вектор 𝑥∗ = [𝑥1,
∗𝑥2

∗, … , 𝑥𝑛
∗]
𝑇
, удовлетворяющий условиям (2.10)–(2.12), 

является оптимальным решением, а соответствующее ему значение f(x*) – оп-

тимальным значением целевой функции. Именно эта пара х* и f(x*) и состав-

ляет оптимальное решение. В случае мультимодальной функции (рис. 2.2) мо-

жет существовать некоторое множество оптимальных решений. Если же це-

левая функция является унимодальной (имеющей один экстремум), такого не 

происходит. 
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Рис. 2.2. Различные типы оптимальных решений 

 

Отметим, что глобальный оптимум и представляет собой наибольшее 

(наименьшее) возможное значение f(x), тогда как локальный оптимум пред-

ставляет собой наибольшее (наименьшее) значение f(x) в некоторой окрест-

ности. Как для глобального, так и для локального максимума (минимума) f(x*) ≥ 

≥ f(x)(f(x*) ≤ f(x)), но для глобального оптимума это соотношение выполняется 

для всех х из области R, тогда как для локального это имеет место только для 

малой окрестности ξ, где‖𝑥 − 𝑥∗‖ < 𝜉. 

К сожалению, большинство имеющихся алгоритмов гарантируют полу-

чение лишь локально оптимальных решений, так как при движении к х* они за-

висят от локальных свойств целевой функции и ограничений. 

Сходимость именно к глобальному оптимуму не может быть гарантиро-

вана. На практике может быть использовано несколько начальных векторов, но 

даже это не гарантирует получение именно глобального оптимума. 

Вектор х, удовлетворяющий указанным ограничениям в виде равенств и в 

виде неравенств, называется допустимым решением. Множество всех допусти-

мых решений образует допустимую область R, любая точка вне R называется не-

допустимой. Область допустимых значений может быть как односвязной (рис. 2.3, 

а), так и неодносвязной (рис. 2.3, б). 
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а      б 

Рис. 2.3. Односвязная ОДЗ (а); неодносвязная ОДЗ (б) 

 

Для неодносвязной области вполне может оказаться, что какой-то алго-

ритм НЛП не проведет обследования всех допустимых областей, особенно если 

не будет включать большое число начальных векторов. К счастью, большин-

ство реальных задач нелинейного программирования имеют односвязную об-

ласть допустимых значений. 

Множество всех точек, для которых целевая функция имеет постоянное зна-

чение, называется линией уровня f(x). Эти линии уровня изображены на рис. 2.4. 

 

 
 

Рис. 2.4. Линии уровня функции 

 

Для непрерывных и дифференцируемых функций существует градиент 

f(х), который представляет собой вектор-столбец из частных производных 

f(x) по х в данной точке х. Верхний индекс k (k = 0, 1, …) используется для обо-

значения точки, в которой берется значение градиента, и, таким образом, гра-

диент в х(k) равен  

∇𝑓(𝑥(𝑘)) = (

𝜕𝑓(𝑥(𝑘))

𝜕𝑥1…

𝜕𝑓(𝑥(𝑘))

𝜕𝑥𝑛

) .                                           (2.15) 

Градиент направлен в сторону наискорейшего увеличения функции, т. е. 

наискорейшего подъема. При этом он ортогонален линии уровня 𝑓(𝑥), прохо-
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дящей через данную точку 𝑥(𝑘). Вектор, противоположный градиенту, направ-

лен в сторону наискорейшего спуска. 

Для решения задачи нелинейного программирования было предложено 

достаточно много алгоритмов [45], [101], [103], [104], [107], [109]. Однако ни 

один из них не оказался значительно лучше других, поэтому его выбор опреде-

ляется опытом исследователя.  

Ниже представлены возможные классификации методов решения задач 

нелинейного программирования [93]: 

1. Классификация по существу постановки задачи, т. е. по характеру огра-

ничений (отсутствие ограничений, только в виде равенств, только в виде нера-

венств как в виде равенств, так и в виде неравенств); по характеру переменных – 

дискретные (целочисленные) и непрерывные переменные; по характеру целевой 

функции (выпуклое, квадратичное программирование). 

2. Классификация по методам решения: 

− использующие производные и не использующие производные; 

− аналитическое определение производных или численное; 

− использующие первые или вторые производные; 

− градиентные методы и методы, не использующие градиент. 

3. Начальный вектор находится в допустимой или в недопустимой обла-

сти. 

Далее более подробно представлены методы минимизации, использующие 

производные:  

1. Градиентные методы 

Задача нелинейного программирования без ограничений сводится к тому, 

что надо максимизировать (минимизировать) целевую функцию f(x). 

Рассмотрим методы минимизации, которые приводят к стационарной точ-

ке f(x), определяемой уравнением ∇𝑓(𝑥(∗)) = 0. Методы работают только с пер-

вой производной целевой функции, а переход из точки х(k) в точку x(k+1) осу-

ществляется по формуле 

𝑥(𝑘+1) = 𝑥(𝑘) + ∆𝑥(𝑘) = 𝑥(𝑘) + 𝜆(𝑘)𝑠(𝑘),                            (2.16) 
где ∆𝑥(𝑘) – вектор перехода; 

𝑠(𝑘) – единичный вектор в направлении, противоположном градиенту;  

𝜆(𝑘) – cкалярная величина, характеризующая величину перемещения.  

Как правило, один шаг в направлении наискорейшего подъема (спуска) не 

приводит сразу в точку максимума (минимума) f(x). Поэтому формула (2.16) 

должна применяться многократно, пока этот максимум (минимум) не будет до-

стигнут (все составляющие вектора градиента равны нулю). 

2. Метод вторых производных (метод Ньютона) 

Для использования этого метода необходимо осуществить линейную и 

квадратичную аппроксимацию функций 𝑓(𝑥), 𝑔𝑗(𝑥) и ℎ𝑗(𝑥). Линейная аппрок-

симация целевой функции 𝑓(𝑥) осуществляется с помощью усеченного ряда Тей-

лора в окрестности 𝑥(𝑘): 

𝑓(𝑥) ≈ 𝑓(𝑥(𝑘)) + ∇𝑇𝑓(𝑥(𝑘))(𝑥 − 𝑥(𝑘)).                            (2.17) 
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Квадратичная аппроксимация 𝑓(𝑥) осуществляется путем отбрасывания 

членов, начиная с третьего порядка в рядах Тейлора: 

𝑓(𝑥) ≈ 𝑓(𝑥(𝑘)) + ∇𝑇𝑓(𝑥(𝑘))(𝑥 − 𝑥(𝑘)) +
1

2
(𝑥 − 𝑥(𝑘))

𝑇
∇2𝑓(𝑥(𝑘))(𝑥 − 𝑥(𝑘)),      (2.18) 

где ∇2𝑓(𝑥(𝑘)) – матрица Гессе 𝐻(𝑥(𝑘)). Матрица Гессе представляет собой квад-

ратную матрицу из частных производных 𝑓(𝑥) второго порядка, взятых в точке 

𝑥(𝑘): 

∇2𝑓(𝑥(𝑘)) = 𝐻(𝑥(𝑘))=(

𝜕2𝑓(𝑥(𝑘))

𝜕𝑥1
2  …  …

𝜕2𝑓(𝑥(𝑘))

𝜕𝑥1𝜕𝑥𝑛
2

…………………………….

𝜕2𝑓(𝑥(𝑘))

𝜕𝑥𝑛𝜕𝑥1
……

𝜕2𝑓(𝑥(𝑘))

𝜕𝑥𝑛
2

).   (2.19) 

Минимум функции 𝑓(𝑥) определяется дифференцированием 𝑓(𝑥) по каж-

дой из компонент x и приравниванием нулю полученных выражений. Послед-

нее приводит к следующему соотношению [93]: 

∆𝑥(𝑘) = −[∇2𝑓(𝑥(𝑘))]
−1
∇𝑓(𝑥(𝑘)),                                       (2.20) 

где [∇2𝑓(𝑥(𝑘))]
−1

 – матрица, обратная матрице Гессе 𝐻(𝑥(𝑘)). 
Подстановка выражения (2.20) в уравнение (2.16) определяет переход из 

𝑥(𝑘) в 𝑥(𝑘+1) по методу Ньютона: 

𝑥(𝑘+1) = 𝑥𝑘 − [∇2𝑓(𝑥(𝑘))]
−1
∇𝑓(𝑥(𝑘)),                               (2.21) 

заметим, что здесь и направление, и величина шага точно определены. 

В общем случае (при не квадратичной целевой функции 𝑓(𝑥)) нельзя до-

стичь минимума за один шаг, а можно только улучшить ее значение. Следует 

отметить, что задача максимизации целевой функции отличается от описанной 

выше задачи минимизации только тем, что движение осуществляется в сторону 

градиента, т. е. в направлении наискорейшего подъема. 

Описанные выше методы (особенно метод Ньютона) эффективны для ре-

шения задач НЛП без ограничений. При наличии ограничений требуется их мо-

дификация, вариантом которой является метод обобщенного приведенного гра-

диента (МОПГ). Классически этот метод работает только с системой ограниче-

ний в виде равенств, однако с помощью процедуры введения так называемых 

«ослабляющих переменных» неравенства можно свести к равенствам. Достоин-

ством МОПГ является и снижение размерности задачи оптимизации за счет вы-

деления базисных (зависимых) и не базисных (независимых) переменных. 

В частности, МОПГ используется в компьютерной программе, с помощью 

которой нами решалась нелинейная задача оптимизации плана производства. 

Следует также отметить, что реальная фирма может работать по конкрет-

ным заказам. В таких случаях фирма хорошо знает своих заказчиков (как пра-

вило, их не очень большое количество) и их потребности. Тогда оптимизацион-

ная задача теряет смысл, так как фирма формирует свой план производства ис-

ходя из конкретных заказов. 
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2.4.  Стохастическая математическая модель оптимизации 

 производственного процесса 

 

На практике при организации и планировании производства необходимо 

учитывать множество случайных факторов, одним из которых является спрос. 

Влияние этих случайных факторов усиливается при планировании производ-

ства, эффективность которого зависит от предпочтений потребителей, сезонно-

сти, географических и климатических условий и т. д. Поэтому наиболее кор-

ректно ставить задачи планирования производства в терминах и понятиях сто-

хастического программирования, когда элементы задачи зачастую являются 

случайными. Такие задачи называются задачами стохастического программи-

рования. 

Задача стохастического программирования существует в M- и P-постанов-

ках, что определяется записью целевой функции и ограничений. Предположим, 

что заданы матрица коэффициентов A, вектор ресурсов b, вектор оценок c (при 

целевой функции), элементы которого являются случайными. 

При M-постановке целевая функция W имеет вид 

𝑊 = 𝑀(∑𝑐𝑗𝑥𝑗) → min  (max),                                       (2.22)

𝑛

𝑗=1

 

т. е. осуществляется оптимизация математического ожидания целевой функции. 

При этом, используя формулу (2.22), можно перейти к математическому ожи-

данию случайной величины 

𝑊 = 𝑀(∑𝑐𝑗𝑥𝑗) =∑𝑐𝑗̅

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

𝑥𝑗 → min(max).                     (2.23) 

При Р-постановке имеем 

– при максимизации 

𝑊 = 𝑃(∑𝑐𝑗𝑥𝑗 ≥ 𝑊min) → max,                                     (2.24)

𝑛

𝑗=1

 

𝑊min – наихудшее (минимально допустимое) значение целевой функции; 

– при минимизации 

𝑊 = 𝑃(∑𝑐𝑗𝑥𝑗 ≤ 𝑊max) → max,                                    (2.25)

𝑛

𝑗=1

 

𝑊max – наихудшее (максимально допустимое) значение целевой функции. 

При P-постановке значения необходимо найти такие xi, при которых ве-

роятность того, что целевая функция примет значение не хуже предельно допу-

стимого, максимальна.  

Характерной особенностью работы предприятия легкой промышленности 

является необходимость частой смены ассортимента продукции, что приводит к 

сложности прогнозирования спроса на производимый товар. Учитывая данную 

специфику, в работе предлагается модель [18], в которой спрос на продукцию 

предприятия является случайной величиной с математическим ожиданием, опре-
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деляемым функцией спроса 𝜑(𝑝𝑖). При этом предприятие имеет возможность 

устанавливать как планируемые объемы выпуска продукции qi, так и их цены  

pi (i = 1, …, n). 

Тогда математическое ожидание случайной величины спроса qi
* 

𝑀(𝑞𝑖
∗) = 𝜑(𝑝𝑖).                                                          (2.26) 

Доход предприятия от i-го вида продукции Di будет зависеть от того, пре-

взойдет или нет случайная величина спроса объем выпуска продукции: 

𝐷𝑖 = {
𝑝𝑖𝑞𝑖

∗, если 𝑞𝑖
∗ < 𝑞𝑖,

𝑝𝑖𝑞𝑖 , если 𝑞𝑖
∗ ≥ 𝑞𝑖 .

                                           (2.27) 

Математическое ожидание дохода от i-го вида продукции 

𝑀(𝐷𝑖) = ∫ 𝑝𝑖𝑞𝑖
∗𝑓(𝑞𝑖

∗)𝑑𝑞𝑖
∗

𝑞𝑖

0

+ ∫ 𝑝𝑖𝑞𝑖𝑓(𝑞𝑖
∗)𝑑𝑞𝑖

∗

∞

𝑞𝑖

= 

= 𝑝𝑖∫ 𝑞𝑖
∗𝑓(𝑞𝑖

∗)𝑑𝑞𝑖
∗

𝑞𝑖

0

+ 𝑝𝑖𝑞𝑖 ∫ 𝑓(𝑞𝑖
∗)𝑑𝑞𝑖

∗

∞

𝑞𝑖

, 

а математическое ожидание прибыли от всей продукции 

𝑀(П) =∑{

𝑛

𝑖=1

𝑝𝑖∫ 𝑞𝑖
∗𝑓(𝑞𝑖

∗)𝑑𝑞𝑖
∗ + 𝑝𝑖𝑞𝑖 ∫ 𝑓(𝑞𝑖

∗)𝑑𝑞𝑖
∗ − 𝐴𝑉𝐶𝑖

∞

𝑞𝑖

𝑞𝑖

0

𝑞𝑖} − 𝐹𝐶,      (2.28) 

где 𝑓(𝑞𝑖
∗) – плотность распределения вероятностей случайной величины спроса. 

Для решения оптимизационной М-задачи (максимизация математическо-

го ожидания прибыли) необходимо задать закон распределения случайной ве-

личины спроса 𝑞𝑖
∗. 

Учитывая, что величина спроса не может быть отрицательной, нельзя ис-

пользовать нормальный закон распределения. Поэтому в качестве закона рас-

пределения случайной величины спроса может использоваться ß-распределение. 

Для получения ß-распределения необходимо задать нижнюю и верхнюю 

границу для случайной величины спроса. В качестве нижней границы можно 

выбрать нулевое значение, а в качестве верхней – 𝑞𝑖 max
∗ . Тогда случайная вели-

чина 

𝑋 =
𝑞𝑖
∗ − 𝑞𝑖min

∗

𝑞𝑖 max
∗ − 𝑞𝑖 min

∗ =
𝑞𝑖
∗

𝑞𝑖 max
∗  

будет иметь ß-распределение в интервале (0;1) с плотностью распределения ве-

роятностей 

𝑓(𝑥) =
𝑥∝−1(1 − 𝑥)𝛽−1

𝐵(𝛼, 𝛽)
, 

где 𝐵(𝛼, 𝛽) = ∫ 𝑥∝−1(1 − 𝑥)𝛽−1𝑑𝑥;
1

0
 

𝛼, 𝛽 > 0 − параметры закона распределения. 

Эти параметры в принципе могут быть оценены на основании статисти-

ческих данных по выборочным средним 𝑀 и дисперсиям 𝐷: 

𝛼 =
(1−𝑀)𝑀2

𝐷
−𝑀, 𝛽 =

𝑀(𝑀−1)2

𝐷
+𝑀 − 1. 
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При этом в нашей задаче задано математическое ожидание спроса 𝜑(𝑝𝑖). 
Поэтому  

𝑀(𝑋) =
𝛼

𝛼 + 𝛽
=
𝜑(𝑝𝑖)

𝑞𝑖max
∗   . 

В связи со сложностями по сбору значительного объема статистической 

информации, а также трудоемкостью процедуры вычисления интегралов в ите-

рационных алгоритмах оптимизации, упростим данную задачу. Частным случа-

ем ß-распределения при  = 1, ß = 1 является равномерное распределение, при 

котором  

𝑀(𝑋) =
1

2
=

𝜑(𝑝𝑖)

𝑞𝑖max
∗ . 

Следовательно, 𝑞𝑖max
∗ = 2𝜑(𝑝𝑖), и  𝑓(𝑞𝑖

∗) =
1

2𝜑(𝑝𝑖)
 при 0 ≤ 𝑞𝑖

∗ ≤ 2𝜑(𝑝𝑖). 

Тогда 

𝑀(П) =∑{

𝑛

𝑖=1

𝑝𝑖
1

2𝜑(𝑝𝑖)
∫ 𝑞𝑖

∗𝑑𝑞𝑖
∗ + 𝑝𝑖𝑞𝑖

1

2𝜑(𝑝𝑖)
∫ 𝑑𝑞𝑖

∗ − 𝐴𝑉𝐶𝑖

2𝜑(𝑝𝑖)

𝑞𝑖

𝑞𝑖

0

𝑞𝑖} − 𝐹𝐶 = 

=∑{

𝑛

𝑖=1

𝑝𝑖
1

2𝜑(𝑝𝑖)

𝑞𝑖
2

2
+ 𝑝𝑖𝑞𝑖

1

2𝜑(𝑝𝑖)
(2𝜑(𝑝𝑖) − 𝑞𝑖) − 𝐴𝑉𝐶𝑖𝑞𝑖} − 𝐹𝐶 = 

=∑{

𝑛

𝑖=1

𝑝𝑖𝑞𝑖 − 𝑝𝑖
1

2𝜑(𝑝𝑖)

𝑞𝑖
2

2
− 𝐴𝑉𝐶𝑖𝑞𝑖} − 𝐹𝐶.                                               (2.29) 

 

Для решения этой оптимизационной задачи использовалась та же компь-

ютерная программа, что и для оптимизации в нелинейной детерминистической 

модели планирования производства. 

 
ГЛАВА 3. ИНТЕГРИРОВАННЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 

ОРГАНИЗАЦИИ ПРОИЗВОДСТВЕННО-ТРАНСПОРТНО-

СКЛАДСКИХ ПРОЦЕССОВ 

 

3.1.  Обзор интегрированных математических моделей организации 

 производственно-транспортно-складских процессов предприятия 

 

Для минимизации общих издержек при организации производства пред-

приятия целесообразно использование метода интегрированного планирования, 

когда различные функциональные области предприятия рассматриваются как 

элементы единого процесса. Поэтому стали разрабатываться и получили широ-

кое распространение интегрированные математические модели бизнес-процес-

сов предприятия.  

Таким образом, интегрированная модель организации бизнес-процессов 

предприятия – это взаимосвязанная совокупность нескольких частных моделей, 

каждая из которых описывает определенный процесс, а вместе они образуют 

комплексное представление о процессе и последовательности исполнения. 
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Согласованное выполнение всех взаимосвязанных бизнес-процессов пред-

приятия как единой функции является задачей интегрированной логистики. Для 

принятия эффективных решений необходимо уточнение существующих моде-

лей и алгоритмов, их совершенствование и разработка новых. Вопросы моде-

лирования и алгоритмы планирования в цепях поставок рассматриваются в ра-

ботах зарубежных и отечественных ученых [100], [96], [58], [48], [23], [24] и др. 

Среди интегрированных моделей организации бизнес-процессов пред-

приятия в литературе наиболее часто рассматриваются транспортно-складская 

и производственно-транспортно-складская оптимизационные модели.  

Транспортно-складская задача формулируется в виде модели смешанно-

го целочисленного линейного программирования [96].  

Целевая функция представлена следующим образом: 

∑∑𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 +∑𝑑𝑖𝑦𝑖 → min,                               (3.1)

𝑚

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

при следующих ограничениях: 

{
 
 
 

 
 
 ∑𝑥𝑖𝑗 − 𝑆𝑖𝑦𝑖 ≤ 0,

𝑛

𝑗=1

𝑖 = 1,… ,𝑚;

∑𝑥𝑖𝑗 = 𝐷𝑗 ,   𝑗 = 1,… , 𝑛;

𝑚

𝑖=1

𝑥𝑖𝑗 ∈ 𝑁 ∪ {0},   𝑖 = 1,… ,𝑚; 𝑗 = 1,… , 𝑛;

𝑦𝑖 ∈ {0; 1},   𝑖 = 1,… ,𝑚,

                      (3.2) 

где 𝑦𝑖 = 1 в случае, если склад i арендуется; 𝑦𝑖 = 0 в противном случае (𝑖 = 1, 

… ,𝑚);  

𝑑𝑖 – стоимость аренды склада; 

𝑥𝑖𝑗 − количество грузовых автомобилей, передвигающихся со склада i в 

район j (𝑖 = 1,… ,𝑚; 𝑗 = 1,… , 𝑛);  

Si – пропускная способность (мощность) склада i;  

Dj – спрос j-го региона;  

∑ ∑ 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 −
𝑛
𝑗=1

𝑚
𝑖=1  полная стоимость отправки грузовых автомобилей;  

𝑐𝑖𝑗 – стоимость отправки грузового автомобиля с i-го склада в j-й регион; 

∑ 𝑑𝑖𝑦𝑖
𝑚
𝑖=1 − полная стоимость аренды складов. 

В этой модели надо найти расположение складов, при котором целевая 

функция (3.1) достигает минимума.  

Вообще говоря, задача состоит в отыскании такой точки с координатами 

(х, у) для расположения склада, которая минимизирует транспортные издержки 

при распределении продукции от склада до обслуживаемых объектов с коорди-

натами (xi, yi) [52].  

Варианты решения задачи:  

1. Самый популярный вариант – за координаты точки расположения скла-

да принимается центр тяжести грузовых потоков [58]: 
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𝑥 =
∑ 𝑄𝑖𝑥𝑖
𝑚
𝑖=1

∑𝑄𝑖
;         𝑦 =

∑ 𝑄𝑖𝑦𝑖
𝑚
𝑖=1

∑𝑄𝑖
,                              (3.3) 

 

где 𝑥, 𝑦 – координаты распределительного склада, км; 

𝑄𝑖 – вес груза, т; 

𝑥𝑖 , 𝑦𝑖  – соответственно расстояние от осей координат до расположения по-

ставщика или клиента, км; 

m – общее количество поставщиков и потребителей. 

2. С учетом тарифов [6]: 
 

𝑥 =
∑ 𝑇𝑖𝑥𝑖𝑄𝑖
𝑚
𝑖=1

∑ 𝑇𝑖𝑄𝑖
𝑚
𝑖=1

;       𝑦 =
∑ 𝑇𝑖𝑦𝑖𝑄𝑖
𝑚
𝑖=1

∑ 𝑇𝑖𝑄𝑖
𝑚
𝑖=1

,                        (3.4) 

 

где 𝑇𝑖  – транспортный тариф для i-го поставщика или потребителя, руб./т*км. 

Анализ формул (3.3) и (3.4) показывает их совпадение при постоянном 

тарифе (𝑇𝑖 = const). Однако оба эти похода (как (3.3), так и (3.4)) не обеспечи-

вают достижения минимума суммарных издержек [52]. 
3. В качестве координат склада берутся такие (x, y), чтобы сумма произ-

ведений расст0яний от m точек с координатами (xi, yi) до координат склада на 

объемы перевозимых грузов (транспортные затраты) была минимальна [80]. 

Целевая функция в этой постановке имеет вид 

𝑃(𝑥, 𝑦) =∑𝑄𝑖√(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2

𝑚

𝑖=1

→ min,           (3.5) 

 

где 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 – координаты i-го поставщика или потребителя. 

Преимуществом такого подхода является то, что мы имеем классическую 

оптимизационную задачу, в которой расстояние между объектами определяется 

по формуле Евклидова расстояния. 

Следует отметить, что задача определения количества и расположения скла-

дов является одной из фундаментальных задач управления, которой посвящены 

работы исследователей [58], [48] и др. 

При решении данной задачи необходимо учитывать наличие двух проти-

воречащих друг другу факторов:  

во-первых, с увеличением количества складов уменьшаются транспорт-

ные расходы и расширяется распределительная сеть поставщика; 

во-вторых, в то же время увеличиваются издержки на содержание и управ-

ление системой складов. 

Следует отметить параболический характер зависимости общих издержек 

от количества складов, которая имеет явно выраженный оптимум. Однако ка-

кой формулой определяется эта зависимость, пока не ясно, поэтому проводить 

достоверные расчеты не представляется возможным.  

Модели организации производственно-транспортно-складских процессов 

предприятия рассмотрены в работах [30], [163], [31], [32]. Ниже приведена 

частная постановка производственно-транспортно-складской задачи, рассмот-

ренная в работе [22]. 
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𝑍 =∑𝑍𝑡
𝑝

𝑡∈𝑇

=∑
𝑍𝑡

(1 + 𝑟)𝑡
→ max,                                               (3.6)

𝑡∈𝑇

 

 

где 𝑍 − сумма дисконтированного чистого дохода; 𝑍𝑡
𝑝
 − дисконтированный чи-

стый доход за год t; 𝑍𝑡 − чистый доход за год t; 𝑟 − годовая ставка процента. 

Величина чистого дохода 𝑍𝑡, который входит в целевую функцию (3.6), 

определяется следующим образом: 

𝑍𝑡 = ∑ 𝑝𝑗𝑑𝑗 − ∑ (∑ 𝑐𝑗𝑘𝑥𝑗𝑘 +∑ ∑ 𝑐𝑖𝑗𝑘
∗ 𝑥𝑖𝑗𝑘

∗
𝑗∈𝐽𝑖∈𝐼𝑗∈𝐽 + 𝐼𝑘𝑡

+ 𝑦𝑘𝑡 + 𝐼𝑘𝑡𝑦𝑘𝑡 + 𝐼𝑘
𝛿𝑢𝑘)𝑘∈𝐾𝑗∈𝐽 ,  (3.7) 

 

где 𝑖 ∈ 𝐼 – множество индексов рынков сбыта; 

𝑗 ∈ 𝐽 – множество индексов видов продукции;  

𝑘 ∈ 𝐾 – множество индексов заводов;  

𝑙 ∈ 𝐿 – множество индексов используемых производственных ресурсов; 

𝑡 ∈ 𝑇 – множество индексов периодов планирования; 

𝑐𝑗𝑘 − издержки на единицу j-й продукции на k-м заводе; 

𝑥𝑗𝑘  − объем производства j-й продукции на k-м заводе в течение года; 

𝑐𝑖𝑗𝑘
∗  − транспортные затраты на поставку единицы j-й продукции на i-й ры-

нок с k-го завода; 

𝑥𝑖𝑗𝑘
∗  − величина поставки j-й продукции на i-й рынок с k-го завода в тече-

ние года; 

𝑝𝑗 − цена единицы j-й продукции; 

𝑏𝑘𝑙 − количество l-го ресурса на k-м заводе; 

∆𝑏𝑘𝑙 − дополнительное количество l-го ресурса на k-м заводе при условии 

расширения завода; 

𝑑𝑖𝑗 − объем продаж j-й продукции на i-м рынке; 

𝑑𝑖𝑗
max − максимальный объем продаж j-й продукции на i-м рынке; 

𝑑𝑗 = ∑ 𝑑𝑖𝑗
𝑚
𝑖=1  – суммарная величина продаж j-й продукции на всех рынках;  

𝐼𝑘𝑡
+  − инвестиции на расширение k-го существующего завода, произведен-

ные в году t; 

𝐼𝑘𝑡 − инвестиции на строительство нового k-го завода, произведенные в 

году t; 

𝐼𝑘
𝛿   − инвестиции на создание нового изделия δ; 

𝑦𝑘𝑡 − бинарные переменные, соответствующие выбранному варианту ин-

вестиционного решения относительно затрат на расширение существующего или 

строительство нового завода; 

при ограничениях: 
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{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 ∑𝑥𝑗𝑘𝑢𝑘 ≤ 𝑏𝑘𝑙 + ∆𝑏𝑘𝑙𝑦𝑘 , ∀𝑘 ∈ 𝐾, 𝑙 ∈ 𝐿;  

𝑗∈𝐽

∑𝑥𝑖𝑗𝑘
∗ = 𝑥𝑗𝑘 ,

𝑖∈𝐼

 ∀𝑗 ∈ 𝐽, 𝑘 ∈ 𝐾;

∑ 𝑥𝑖𝑗𝑘
∗

𝑘∈𝐾

≤ 𝑑𝑖𝑗
max, ∀𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽;

𝑥𝑗𝑘 ∈ 𝑁 ∪ {0}, ∀𝑗 ∈ 𝐽, 𝑘 ∈ 𝐾;

𝑥𝑖𝑗𝑘
∗ ∈ 𝑁 ∪ {0}, ∀𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽, 𝑘 ∈ 𝐾;

                      (3.8) 

{
  
 

  
 ∑𝑦𝑘𝑡 ≤ 1, ∀𝑘 ∈ 𝐾, 𝑡 ∈ 𝑇;

𝑡∈𝑇

∑𝑢𝑘 ≤ 1,

𝑘∈𝐾

∀𝑘 ∈ 𝐾;

𝑦𝑘𝑡 ∈ {0; 1}, ∀𝑘 ∈ 𝐾, 𝑡 ∈ 𝑇;

𝑢𝑘 ∈ {0; 1}, ∀𝑘 ∈ 𝐾.

                                               (3.9) 

 

Выражение (3.7) означает, что чистый доход за год t есть валовый доход 

за вычетом всех учитываемых в модели издержек. В системе (3.8) учтены воз-

можности по имеющимся ресурсам производства. При 𝑦𝑘 = 0 имеются ресурсы 

в объеме 𝑏𝑘𝑙. При 𝑦𝑘 = 1 добавляются ресурсы в размере ∆𝑏𝑘𝑙.  
Следующее ограничение означает, что с завода не может быть вывезено 

продукции больше, чем он производит. Третье ограничение – это ограничение 

максимальных продаж j-го изделия на i-м рынке 𝑑𝑖𝑗
max на основе результатов 

маркетинговых исследований. Неотрицательность и целочисленность перемен-

ных 𝑥𝑗𝑘 и 𝑥𝑖𝑗𝑘
∗  является сутью последнего ограничения. 

Система (3.9) представляет собой ограничения на переменные 𝑦𝑘𝑡 и 𝑢𝑘. 

Первое ограничение в системе (3.9) означает, что инвестиции могут быть осу-

ществлены лишь единожды за рассматриваемый период. Второе ограничение в 

(3.9) означает, что инвестиции в разработку нового изделия осуществляются 

только на одном специально выделенном для этого конкретном заводе. Послед-

нее ограничение состоит в булевости переменных 𝑦𝑘𝑡 и 𝑢𝑘 [22]. 

В работе [22] не представлено численное решение данной задачи. Это 

связано с наличием проблем по вычислению. Модель (3.6)–(3.9) относится к за-

даче смешанного программирования, потому что целевая функция и ограниче-

ния содержат как целочисленные переменные 𝑥𝑗𝑘 и 𝑥𝑖𝑗𝑘
∗ , так и булевы перемен-

ные 𝑦𝑘𝑡 и 𝑢𝑘. Кроме того, модель является динамической, охватывающей не-

сколько временных периодов, что еще больше усложняет решение данной оп-

тимизационной задачи. Известно, что пока еще не разработаны алгоритмы по-

иска решения задач смешанного программирования [22]. 

Стоит отметит, что сформулированная выше задача не решает вопроса 

нахождения оптимальной точки географического расположения склада по кри-

терию наименьших транспортных расходов. 
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Невзирая на то, что в современное время происходит быстрое развитие ин-

формационных технологий, разрабатываются и совершенствуются пакеты при-

кладных программ для ЭВМ, при планировании и моделировании распредели-

тельной сети производственного предприятия, адекватного описания сложных, 

многокритериальных задач и их решения необходимо уточнение существующих 

моделей и алгоритмов, их совершенствование и разработка новых. 

 

3.2.  Математическая модель оптимизации размещения складской 

 сети (транспортно-складская задача)  

 

Проблемам определения месторасположения складов посвящен ряд работ 

авторов [7], [52] и др. Однако, как было показано выше, только критерий (3.5) 

позволяет в принципе решить задачу оптимизации места расположения склада, 

хотя в литературе эта задача не доводится до конкретных алгоритмов, компью-

терных программ и проведения расчетов. Задача с несколькими складами вооб-

ще не рассматривается. 

Далее в работе предложена разработанная нами модель транспортно-

складской задачи нахождения координат расположения нескольких складов с 

использованием аппарата кластерного анализа [19].  

Рассмотрим сначала случай наличия одного склада с координатами (x, y). 

Предположим, что потребители имеют координаты (𝑥𝑖; 𝑦𝑖) (i = 1, …, n), а коли-

чество поездок грузового транспорта 𝑛𝑖 прямо пропорционально потребности в 

товаре у i-го потребителя Гi: 
 

𝑛𝑖 = 𝑎 Г𝑖 .                                                           (3.10) 

Задача сводится к минимизации следующего выражения: 
 

𝑄 =∑2𝑛𝑖√(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2

𝑛

𝑖=1

                      (3.11) 

по переменным x и y. 

Возьмем частные производные по указанным переменным и приравняем 

их нулю: 
 

𝑑𝑄

𝑑𝑥
=∑2𝑛𝑖

2(𝑥 − 𝑥𝑖)

2√(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2

𝑛

𝑖=1

=∑2𝑛𝑖
(𝑥 − 𝑥𝑖)

√(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2
= 0.

𝑛

𝑖=1

 

 

Аналогично 
 

𝑑𝑄

𝑑𝑦
=∑2𝑛𝑖

(𝑦 − 𝑦𝑖)

√(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2
= 0.

𝑛

𝑖=1

 

 

В случае нескольких складов при отыскании координат точек их располо-

жения само собой разумеется выделение группы близлежащих потребителей 

каждого конкретного склада, который будет удовлетворять их потребности (т. е. 
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образовать кластер) для минимизации транспортных расходов по распределе-

нию продукции, чем если бы функционировал один склад.  

Подавляющая масса алгоритмов кластерного анализа работает с матрицей 

расстояний (или близостей) между объектами.   

В табл. 3.1 приведены наиболее распространенные меры расстояний меж-

ду объектами и их характеристики. 

 

Т а б л и ц а  3.1. Меры расстояний между объектами и их характеристики 

Мера 

расстояния 

между 

объектами 

Формула для вычисления Пояснения 

Расстояние 

Махаланобиса 
𝜌0(𝑋𝑖, 𝑋𝑗) = √(𝑋𝑖 − 𝑋𝑗)

𝑇𝛬𝑇𝛴−1𝛬(𝑋𝑖 − 𝑋𝑗),   (3.12) 

где Ʃ – ковариационная матрица генеральной 

совокупности; 

𝛬 – симметрическая матрица "весовых" ко-

эффициентов, которая, как правило, является 

диагональной 

Применяется в случае 

стохастически зави-

симых компонент x1, 

x2, ..., xk  и их различ-

ной значимости 

в решении вопроса 

классификации 

Евклидово 

расстояние 𝜌𝐸(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗) = √∑ (𝑥𝑖𝑙 − 𝑥𝑗𝑙
𝑘
𝑙=1 )2,           (3.13) 

где 𝑥𝑖𝑙 , 𝑥𝑗𝑙 –величина l-й компоненты у i-го (j-го) 

объекта (l = 1, 2, ..., k;  i, j = 1, 2, ..., n). 
При этом ковариационная матрица переменных 

x1, x2, ..., xk  равна 𝜎2Ек. Это означает, что ком-

поненты вектора X взаимно независимы и име-

ют одинаковую дисперсию 

Расстояние может 

использоваться только 

когда компоненты 

вектора X взаимно 

независимы и имеют 

одинаковую диспер-

сию одинаково важны 

для классификации 

Евклидово 

расстояние  

для нормиро-

ванных призна-

ков 

𝑥𝑖𝑙
𝐻 =

𝑥𝑖𝑙−𝑥𝑙̅

𝑠𝑙
, 

где xil – значение l-го признака у i-го объекта; 

 xl̅̅ ̅ – среднее арифметическое значение l-го 

признака; 

𝑠𝑙 = √
1

𝑛 − 1
∑(𝑥𝑖𝑙 − 𝑥𝑙̅)2
𝑛

𝑖=1

 –                         (3.14) 

среднее квадратичное отклонение l -го признака 

Может использоваться, 

если признаки имеют 

разные единицы из-

мерения. Для выхода 

из этой ситуации 

осуществляют норми-

рование каждого при-

знака путем деления 

центрированной вели-

чины на среднее квад-

ратичное отклонение 

Взвешенное 

Евклидово 

расстояние 
𝜌(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗) = √∑ 𝑊𝑙

(𝑥𝑖𝑙−𝑥𝑗𝑙)
2

𝑠𝑙
2

𝑘
𝑙=1 ,            (3.15) 

где sl
2 – выборочная дисперсия значений l-го 

признака, которая определяется по формуле 

𝑠𝑙
2 =

1

𝑛 − 1
∑(𝑥𝑖𝑙 − 𝑥̅𝑙)

2.                             (3.16)

𝑛

𝑖=1

 

Обычно принимают 0 < wl <1,  где l = 1, 2, .., k 

Определение «весов» 

обычно связано с про-

ведением опроса 

экспертов и статисти-

ческой обработкой 

результатов их оценок 
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Окончание табл. 3.1 

Мера 

расстояния 

между 

объектами 

Формула для вычисления Пояснения 

Хеммингово 

расстояние 

 

𝜌𝐻(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗) = ∑ ⌈𝑥𝑖𝑙 − 𝑥𝑗𝑙⌉
𝑘
𝑙=1 .               (3.17) 

Используется как 

мера расстояния 

для дихотомических 

признаков. По сути 

оно равно числу 

несовпадений значе-

ний соответствующих 

признаков в i-м и j-м 

объектах 

 

Некоторые алгоритмы классификации в процессе своей работы исполь-

зуют понятие расстояния между группами объектов (кластерами). 

В табл. 3.2 приведены наиболее распространенные, часто встречающиеся 

меры расстояний между группами объектов (кластерами) и их характеристики. 

Последние две меры табл. 3.2 являются наиболее удачными и на практи-

ке обычно приводят к близким результатам. 

Существуют различные способы разбиения объектов на классы. Функци-

онал качества разбиения Q(S) сравнивает качество различных способов разбие-

ния. 

Для их рассмотрения предположим, что S = (S1,  S 2 ,  . . . ,  S k )  –  получен-

ное разбиение наблюдений на k классов.  

Известные функционалы качества приведены в табл. 3.3 [19]. 

 

Т а б л и ц а  3.2. Меры расстояний между кластерами и их характеристики 

Мера 

расстояния 

между 

кластерами 

Формула для вычисления Пояснения 

Расстояние 

по принципу 

«ближайшего 

соседа» 

 

𝑑(𝑆𝑙, 𝑆𝑚) = min 
𝑖ͼ𝑆𝑙,𝑗ͼ𝑆𝑚

𝜌(𝑖, 𝑗)                     (3.18) 
При использовании 

этой меры имеет 

место вытягивание 

кластеров в цепочку 

Расстояние 

по принципу 

«дальнего 

соседа» 

 

𝑑(𝑆𝑙, 𝑆𝑚) = max 
𝑖ͼ𝑆𝑙,𝑗ͼ𝑆𝑚

𝜌(𝑖, 𝑗)                     (3.19) 
Мера практически 

не используется 

Расстояние 

между «центрами 

тяжести» 

кластеров 

 

𝑑(𝑆𝑙, 𝑆𝑚) = 𝜌(𝑥̅𝑙 , 𝑥̅𝑚),                                        (3.20) 

где 𝑥̅𝑙,  𝑥̅𝑚 – центры кластеров Sl и Sm 
 

𝑥𝑖̅ – среднее арифме-

тическое векторных 

наблюдений кластера 

Si, т. е. "центр тяже-

сти" i-го кластера 
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Окончание табл. 3.2 

Мера 

расстояния 

между 

кластерами 

Формула для вычисления Пояснения 

Расстояние 

по принципу 

«средней связи» 

 

𝑑(𝑆𝑙, 𝑆𝑚) =
1

𝑛𝑙𝑛𝑚
∑∑ 𝜌(𝑖, 𝑗),

𝑗ͼ𝑆𝑚𝑖ͼ𝑆𝑙

                   (3.21) 

где 𝑛𝑙– количество объектов в кластере 𝑆𝑙; 
𝑛𝑚 – количество объектов в кластере 𝑆𝑚 

Мера представляет 

собой среднее ариф-

метическое всех 

попарных расстояний 

между объектами – 

представителями 

рассматриваемых 

кластеров 

Примечание. 𝑑(𝑆𝑙 , 𝑆𝑚) – расстояние между кластерами  𝑆𝑙 и  𝑆𝑚. 
 

Т а б л и ц а  3.3. Функционалы качества разбиения объектов на кластеры [19] 

Функционал 

качества 

разбиения 

Формула для вычисления Пояснения 

Сумма 

внутриклассовых 

дисперсий 

 

∑ ∑ 𝜌2𝑖ͼ𝑆𝑙
𝑘
𝑙=1 (𝑖, 𝑥̅𝑙) → min,          (3.22) 

где k – количество выделенных кластеров 

Минимизирует сумму 

квадратов внутри-

классовых расстояний 

Сумма попарных 

внутриклассовых 

расстояний 

между элементами 

 

∑ ∑ 𝜌2𝑖,𝑗ͼ𝑆𝑙
𝑘
𝑙=1 (𝑖, 𝑗) → min          (3.23) 

 

Минимизирует сумму 

квадратов расстояний 

между объектами 

одного кластера 

 

Существуют адаптивные алгоритмы проведения кластерного анализа, аг-

ломеративные, а также алгоритмы с оптимизацией критерия.  

Адаптивные алгоритмы используют простые эвристические правила для 

классификации объектов. Агломеративные алгоритмы осуществляют на каждом 

шаге работы последовательное объединение двух наиболее близких кластеров в 

один.  

При использовании оптимизационных алгоритмов следует учитывать, что 

меры качества кластеризации объектов (3.30) и (3.31) всегда убывают с увели-

чением числа классов [29]. 
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В рассматриваемой нами задаче кластеризации потребителей в качестве 

меры расстояния между объектами используется реальное расстояние, а крите-

рием оптимизации (будем использовать оптимизационный алгоритм) является 

общая величина транспортных издержек: 

𝑍 = ∑∑ 𝑧(𝑖, 𝑘) → min

𝑖∈𝐺𝑘

𝑚

𝑘=1

,                                     (3.24) 

 

где z(i, k) – затраты на доставку продукции с k-го склада i-му потребителю; 

m – количество складов; 

Gk – группа обслуживания k-го склада. 

Предположим, что количество складов m задано априорно. Решение зада-

чи заключается в одновременной оптимизации сегментации потребителей на 

группы обслуживания складов (кластеры) Gk(k = 1, …, m) и нахождении мест 

расположения складов по критерию минимизации транспортных издержек 

независимо для всех зон обслуживания [14]. 

𝑍𝑘 = ∑ 2𝑛𝑖√(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2

𝑖∈𝐺𝑘

 

по переменным х и у. 

Имеем 

𝑑𝑍𝑘
𝑑𝑥

= ∑ 2𝑛𝑖
2(𝑥 − 𝑥𝑖)

2√(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2
𝑖𝐺𝑘

= ∑ 2𝑛𝑖
(𝑥 − 𝑥𝑖)

√(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2
= 0

𝑖𝐺𝑘

. 

Аналогично 

𝑑𝑍𝑘
𝑑𝑦

= ∑ 2𝑛𝑖
(𝑦 − 𝑦𝑖)

√(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2
= 0

𝑖𝐺𝑘

. 

Для численного решения систем нелинейных уравнений из всего много-

образия имеющихся приближенных методов, как известно, наилучшей сходи-

мостью характеризуется метод Ньютона, который и использован в данной мо-

нографии.  

Представление нелинейной системы уравнений в общем виде  

{

𝑓1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 0,

𝑓2(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 0,
……………………… .
𝑓𝑛(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 0

                                         (3.25) 

или в векторной форме 

𝑓(𝑥) = 0,                                                         (3.25, а) 

где 𝑓 = |

𝑓1
𝑓2
…
𝑓𝑛

|  ,       𝑋 = |

𝑥1
𝑥2
…
𝑥𝑛

|. 

Для решения системы уравнений (3.25, а) будем использовать метод по-

следовательных приближений. Если известно k-е приближение 

𝑥(𝑘) = (𝑥1
(𝑘)
, 𝑥2
(𝑘)
, … , 𝑥𝑛

(𝑘)
) 
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корня x = (x1, x2,…, xn) уравнения (3.25, а), то истинный корень этого уравнения 

можно представить следующим образом: 

𝑥 = 𝑥(𝑘) + 𝐷𝑥(𝑘),                                                          (3.26) 
 

где 𝐷𝑥(𝑘) = (∆𝑥1
(𝑘)
, ∆𝑥2

(𝑘)
, … , ∆𝑥𝑛

(𝑘)
) – погрешность корня. 

Подставив (3.26) в (3.25, а), получим 
 

𝑓(𝑥(𝑘) + 𝐷𝑥(𝑘)) = 0.                                                      (3.27) 
 

Левую часть уравнения (3.27) можно разложить по степеням малого век-

тора Dx(k), ограничиваясь линейными членами: 
 

𝑓(𝑥(𝑘) + 𝐷𝑥(𝑘)) = 𝑓(𝑥(𝑘)) + 𝑓′(𝑥(𝑘))𝐷𝑥(𝑘) = 0                     (3.28) 
 

или в виде скалярных выражений 
 

{

𝑓1 (𝑥1
(𝑘) + ∆𝑥1

(𝑘), … , 𝑥𝑛
(𝑘) + ∆𝑥𝑛

(𝑘)
) = 𝑓1 (𝑥1

(𝑘), … , 𝑥𝑛
(𝑘)
) + ∆𝑥1

(𝑘) 𝜕𝑓1

𝜕𝑥1
+⋯+ ∆𝑥𝑛

(𝑘) 𝜕𝑓1

𝜕𝑥𝑛
= 0

……………………………………………………………………………………………………  

𝑓𝑛 (𝑥1
(𝑘) + ∆𝑥1

(𝑘), … , 𝑥𝑛
(𝑘) + ∆𝑥𝑛

(𝑘)
) = 𝑓𝑛 (𝑥1

(𝑘), … , 𝑥𝑛
(𝑘)
) + ∆𝑥1

(𝑘) 𝜕𝑓𝑛

𝜕𝑥1
+⋯+ ∆𝑥𝑛

(𝑘) 𝜕𝑓𝑛

𝜕𝑥𝑛
= 0

 . (3.28, а) 

 

Производная f’’(x) представляет собой матрицу Якоби системы функций 

f1, f2,…, fn относительно переменных x1, x2, …, xn, т. е. 
 

𝑓′(𝑥) = 𝑊(𝑥) = |
|

𝜕𝑓1
𝜕𝑥1

𝜕𝑓1
𝜕𝑥2

  …
𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛…… ……  … ……

𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥1

𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥2

  …
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥𝑛

|
| 

или в другом виде 
 

𝑓′(𝑥) = 𝑊(𝑥) = |
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

| , (𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑛).  

 

Тогда формулу (3.28, а) можно записать в виде 
 

𝑓(𝑥(𝑘)) = −𝑊(𝑥(𝑘))𝐷𝑥(𝑘). 
 

Если 𝑑𝑒𝑡𝑊(𝑥) = 𝑑𝑒𝑡 |
𝜕𝑓

𝜕𝑥
| ≠ 0, то 𝐷𝑥(𝑘) = −𝑊−1(𝑥(𝑘))𝑓(𝑥(𝑘)). 

Отсюда видно, что решение системы (3.25) методом Ньютона заключает-

ся в применении следующего выражения для перехода к новой точке: 
 

𝑥(𝑘+1) = 𝑥(𝑘) −𝑊−1(𝑥(𝑘))𝑓(𝑥(𝑘)), 𝑘 = 1, 2, 3, ….            (3.29) 
 

Итерационный процесс вычисления прекращается, когда погрешности кор-

ня становятся достаточно малыми.  

Рассмотрим далее применение описанного метода Ньютона к нашей зада-

че для системы двух уравнений: 
 

{
𝐹1(𝑥, 𝑦) = 0,

𝐹2(𝑥, 𝑦) = 0.
                                                         (3.30) 

 

Предположим, что имеются приближенные значения неизвестных x, y в 

виде x = a, y = b, и якобиан системы (3.30) отличен от нуля: 
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𝐽 = ||

𝜕𝐹1
𝜕𝑥

𝜕𝐹1
𝜕𝑦

𝜕𝐹2
𝜕𝑥

𝜕𝐹2
𝜕𝑦

|| ≠ 0. 

 

Тогда приближение неизвестных на следующем шаге можно записать в 

виде 

𝑥 = 𝑎 −
1

𝐽
(𝐹1

𝜕𝐹2
𝜕𝑦

− 𝐹2
𝜕𝐹1
𝜕𝑦
) ;                                                 

𝑦 = 𝑏 +
1

𝐽
(𝐹1

𝜕𝐹2
𝜕𝑥

− 𝐹2
𝜕𝐹1
𝜕𝑥
).                                    (3.31) 

В нашей задаче 
 

𝜕𝐹1
𝜕𝑥

= ∑ 2𝑛𝑖

√(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2 − (𝑥 − 𝑥𝑖)
2(𝑥−𝑥𝑖)

2√(𝑥−𝑥𝑖)
2+(𝑦−𝑦𝑖)

2

(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2
=

𝑖𝐺𝑘

= ∑ 2𝑛𝑖
(𝑥 − 𝑥𝑖)

2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)
2 − (𝑥 − 𝑥𝑖)

2

√(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2((𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2)
=

𝑖𝐺𝑘

= ∑ 2𝑛𝑖
(𝑦 − 𝑦𝑖)

2

((𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2)
3
2⁄
 ;                                                (3.32)

𝑖𝐺𝑘

 

𝜕𝐹1
𝜕𝑦

= ∑ 2𝑛𝑖

−(𝑥 − 𝑥𝑖)
2(𝑦−𝑦𝑖)

2√(𝑥−𝑥𝑖)
2+(𝑦−𝑦𝑖)

2

(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2

𝑖𝐺𝑘

= 

= ∑ 2𝑛𝑖
−(𝑥 − 𝑥𝑖)(𝑦 − 𝑦𝑖)

((𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2)
3
2⁄
 .                     (3.33)

𝑖𝐺𝑘

 

Аналогично 

𝜕𝐹2
𝜕𝑥

= ∑ 2𝑛𝑖

−(𝑦 − 𝑦𝑖)
2(𝑥−𝑥𝑖)

2√(𝑥−𝑥𝑖)
2+(𝑦−𝑦𝑖)

2

(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2

𝑖𝐺𝑘

= 

= ∑ 2𝑛𝑖
−(𝑥 − 𝑥𝑖)(𝑦 − 𝑦𝑖)

((𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2)
3
2⁄
  .                          (3.34)

𝑖𝐺𝑘

 

𝜕𝐹2
𝜕𝑦

= ∑ 2𝑛𝑖

√(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2 − (𝑦 − 𝑦𝑖)
2(𝑦−𝑦)

2√(𝑥−𝑥𝑖)
2+(𝑦−𝑦𝑖)

2

(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2
=

𝑖𝐺𝑘

= ∑ 2𝑛𝑖
(𝑥 − 𝑥𝑖)

2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)
2 − (𝑦 − 𝑦𝑖)

2

√(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2((𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2)
=

𝑖𝐺𝑘

= ∑ 2𝑛𝑖
(𝑥 − 𝑥𝑖)

2

((𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2)
3
2⁄
 .                                                (3.35)

𝑖𝐺𝑘
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Алгоритм решения нашей задачи методом Ньютона приведен на рис. 3.1. 

 

 
Рис. 3.1. Алгоритм метода Ньютона [7] 

 

При решении задачи нахождения координат расположения нескольких 

складов под разбивкой потребителей на зоны обслуживания заданного m коли-

чества складов понимают отыскание такого набора подмножеств G1, G2,…, Gm 

натурального ряда чисел 1, 2, …, n, что ⋃ = {1, 2,… , 𝑛}𝑚
𝑗=1 , а 𝐺𝑗 ∩ 𝐺𝑞 = 0 при 

𝑗 ≠ 𝑞. Минимизация критерия (3.24) (как по разбиению потребителей на груп-

пы обслуживания, так и по выбору месторасположения складов) отвечает тре-

бованиям такого разбиения потребителей, когда в одной группе оказываются 

наиболее близкие между собой потребители. В то же время в качестве коорди-

Вход 

Ввод 𝑥, 𝑦, ε, 𝑀 

 

𝑖 = 1 

 

𝑎 = 𝑥, 𝑏 = 𝑦 

Расчет F1, F2, 
𝑑𝐹1

𝑑𝑥
,
𝑑𝐹2

𝑑𝑥
,
𝑑𝐹1

𝑑𝑦
, 
𝑑𝐹2

𝑑𝑦
   

по формулам (3.41)–(3.44) 
 

 

𝐽=
𝑑𝐹1

𝑑𝑥

𝑑𝐹2

𝑑𝑦
−
𝑑𝐹1

𝑑𝑦

𝑑𝐹2

𝑑𝑥
 

𝑥 = 𝑎 −
1

𝐽
(𝐹1

𝜕𝐹2

𝜕𝑦
− 𝐹2

𝜕𝐹1

𝜕𝑦
); 

𝑦 = 𝑏 +
1

𝐽
(𝐹1

𝜕𝐹2
𝜕𝑥

− 𝐹2
𝜕𝐹1
𝜕𝑥
) 

 

 

 

|𝑥 − 𝑎|< 𝜀 ∧ ห𝑦−𝑏ห< 𝜀 

Вывод 𝑥.  𝑦 𝑖 < 𝑀 

Вывод 𝑥, 𝑦 
Итерации расходятся 

𝑖 = 𝑖 + 1 

Да Нет 

 

Да Нет 
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нат складов будут выбирать такие, которые минимизируют суммарные затраты 

на перевозки в зоне их обслуживания. 

Считая известными координаты складов, нетрудно построить разбиение 

G1, G2,…, Gm, которое минимизирует критерий (3.24): 

𝐺𝑙 = {𝑖: 𝑑𝑖𝑙 ≤ 𝑑𝑖𝑞  для всех 𝑞 = 1,… ,𝑚}, 

где dil – расстояние между i-м потребителем и l-м складом. 

Для одновременного нахождения оптимального разбиения G1, G2,…, Gm и 

оптимального набора координат складов предлагается итерационный алгоритм, 

последовательно осуществляющий выбор оптимальных (по отношению к раз-

биению, полученному на предыдущем шаге) координат складов, а затем разби-

ения, оптимального при местах расположения складов, полученных на преды-

дущем шаге. Очевидно, что на каждом шаге итераций критерий не возрастает, 

поэтому данный алгоритм будет сходиться к минимуму, который, однако, мо-

жет оказаться локальным. 

 

3.3.  Стохастическая модель оптимизации размещения складской сети 

 

Основным фактором определения географических координат расположе-

ния складов являются транспортные издержки. Еще более значимым фактором 

является потенциальный спрос на продукцию предприятия на месте располо-

жения склада, характеризующийся большой степенью неопределенности. По-

этому при стохастической постановке задачи нахождения оптимального место-

расположения складской сети решение получается при переходе от математи-

ческого ожидания общих затрат к математическим ожиданиям спроса. В работе 

предложена стохастическая модель транспортно-складской задачи.  

Функция общих затрат имеет вид 

𝑍 = ∑∑ 𝑧(𝑖, 𝑘),

𝑖∈𝐺𝑘

𝑚

𝑘=1

 

 

где z(i, k) – затраты на доставку продукции с k-го склада i-му потребителю; 

m – количество складов; 

Gk – группа обслуживания k-го склада. 

При определенном m перед нами встает задача оптимизации разделения 

общей массы потребителей на группы обслуживания складов Gk (k = 1, …, m), а 

также определения оптимальных географических координат точек расположе-

ния складов. 

В том случае, когда потребители разделены и образованы кластеры, то 

расчет точек оптимального расположения складов в кластере может произво-

диться независимо для каждого Gk (k = 1, …, m) [19]. 

Для этого подробно описана задача нахождения наименьшего общего 

пробега транспортного средства при распределении продукции из склада (x, y) в 

несколько точек с координатами (xi, yi) (𝑖 ∈ 𝐺𝑘). 

Введем дополнительную величину ni, характеризующую количество поез-

док автотранспортного средства из точки (x, y) в конкретную точку (xi, yi) (𝑖 ∈ 𝐺𝑘) 
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в зависимости от спроса на предлагаемую продукцию. Понятно, что численные 

значения этих величины прямо пропорциональны друг другу. Чем выше спрос 

на некоторый товар за единицу времени определенного потребителя, тем боль-

шее количество раз будет доставляться продукция в данный пункт.  

Задача сводится к минимизации математического ожидания функции 

𝑍𝑘 = ∑ 2𝑛𝑖√(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2

𝑖∈𝐺𝑘

. 

Тогда  

𝑀(𝑍𝑘) = 𝑀(∑ 2𝛼𝑞𝑖
∗

𝑖∈𝐺𝑘

√(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2) = 

= ∑ 2𝛼 𝑀 (𝑞𝑖
∗)

𝑖∈𝐺𝑘

√(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2 → min.                    (3.36) 

 

Решение задачи аналогично предыдущей.  

 

3.4.  Интегрированная математическая модель оптимизации 

 производственно-транспортно-складских процессов 

 на предприятии 

 

Рациональная организация деятельности предприятия на основе интегра-

ции операций в единый процесс проводится в целях оптимизации и минимиза-

ции общих издержек. 

При организации производства на предприятии легкой промышленности 

необходимо учитывать короткий производственный и жизненный цикл продук-

ции отрасли. В связи с этим при планировании производства целесообразно про-

ведение исследований для формирования портфеля заказов на продукцию с 

учетом потребительского спроса, а также оптимального размещения производ-

ственных мощностей. 

Учитывая перечисленные выше аспекты, в работе предложена модель про-

изводственно-транспортно-складской задачи [17], [53]. 

Введем следующие обозначения: 

𝑏𝑖𝑙 − потребность i-го потребителя в l-й продукции (i = 1, …, n; l = 1, …, 

L); 

𝐺𝑘 − множество потребителей, обслуживаемое k-й фабрикой (k = 1, …, m); 

𝑞𝑘𝑙 − объем производства l-й продукции на k-й фабрике; 

𝑝𝑙 − цена l-й продукции; 

𝐴𝑉𝐶𝑙 − средние переменные издержки на производство единицы l-й про-

дукции; 

𝐹𝐶𝑘 − постоянные издержки k-й фабрики. 

Прибыль от реализации продукции (без учета затрат на транспортировку) 

для k-й фабрики составит 
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П𝑘 =∑(𝑃𝑙 − 𝐴𝑉𝐶𝑙

𝐿

𝑙=1

)𝑞𝑘𝑙 − 𝐹𝐶𝑘 ,                        (3.37) 

где  

𝑞𝑘𝑙 = ∑ 𝑏𝑖𝑙
𝑖∈𝐺𝑘

.                                                         (3.38) 

 

Затраты на транспортировку продукции k-й фабрики составят  

𝑍𝑘 = С ∑ 𝜌𝑖𝑘
𝑖∈𝐺𝑘

∑𝑏𝑖𝑙

𝐿

𝑙=1

𝑐𝑙 ,                                              (3.39) 

 

где 𝜌𝑖𝑘 – расстояние от k-й фабрики до i-го потребителя; 

𝑐𝑙 – вес единицы l-й продукции; 

С – стоимость перевозки единицы веса на единицу расстояния. 

Сформулируем критерий оптимизации производственно-транспортно-

складской задачи 

П =∑(

𝑚

𝑘=1

П𝑘 − 𝑍𝑘) → max.                                     (3.40) 

 

Преобразуем критерий (3.40) к виду 

П =∑П𝑘

𝑚

𝑘=1

−∑𝑍𝑘 .                                                  (3.41)

𝑚

𝑘=1

 

Далее 

∑П𝑘 =

𝑚

𝑘=1

∑∑(𝑃𝑙

𝐿

𝑙=1

𝑚

𝑘=1

− 𝐴𝑉𝐶𝑙)𝑞𝑘𝑙 −∑𝐹𝐶𝑘

𝑚

𝑘=1

= 

=∑(𝑃𝑙 − 𝐴𝑉𝐶𝑙)∑𝑞𝑘𝑙

𝑚

𝑘=1

𝐿

𝑙=1

−∑𝐹𝐶𝑘

𝑚

𝑘=1

= 

=∑(𝑃𝑙 − 𝐴𝑉𝐶𝑙)∑ ∑ 𝑏𝑖𝑙
𝑖€𝐺𝑘

𝑚

𝑘=1

𝐿

𝑙=1

−∑𝐹𝐶𝑘

𝑚

𝑘=1

= 

= 𝐴 −𝑚 ∗ 𝐹𝐶, 
где  

𝐴 =∑(𝑃𝑙 − 𝐴𝑉𝐶𝑙)∑ ∑ 𝑏𝑖𝑙
𝑖€𝐺𝑘

𝑚

𝑘=1

𝐿

𝑙=1

= const . 

 

Будем считать одинаковыми постоянные затраты у всех фабрик. Тогда 

критерий оптимизации примет вид 

П = 𝐴 −𝑚 ∗ 𝐹𝐶 −∑𝑍𝑘

𝑚

𝑘=1

→ max                                  (3.42) 

или 
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𝑄 =∑𝑍𝑘

𝑚

𝑘=1

+𝑚 ∗ 𝐹𝐶 → min.                                         (3.43) 

 

Нетрудно видеть, что для решения данной задачи можно воспользоваться 

рассуждениями, которые описаны выше при решении задачи п. 3.3 настоящей 

работы, только вместо точек расположения складов необходимо отыскать точ-

ки оптимального месторасположения фабрик.  

Аналогично предыдущему пункту величина спроса на продукцию фабри-

ки, расположенной в точке с координатами (x, y) конкретного потребителя с ко-

ординатами (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), 𝑖 ∈ 𝐺𝑘 пропорциональна числу поездок транспортного сред-

ства для доставки груза.  

𝑛𝑖 = 𝛼∑𝑏𝑖𝑙

𝐿

𝑙=1

𝑐𝑙 .                                                (3.44) 

 

Задача сводится к минимизации функции 
 

𝑍𝑘 = ∑ 2𝑛𝑖
𝑖𝜖𝐺𝑘

√(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2                       (3.45) 

по переменным 𝑥 и 𝑦. 

Для решения задачи используется тот же итерационный алгоритм, что и 

для транспортно-складской задачи. 

 

3.5.  Стохастическая интегрированная математическая модель 

 оптимизации бизнес-процессов 

 

При постановке стохастической интегрированной математической моде-

ли оптимизации бизнес-процессов предприятия в качестве случайной величины 

рассматривается 𝑏𝑖𝑙 − потребность i-го потребителя в l-й продукции (i = 1, …, 

n; l = 1, …, L), которая определяет 𝑞𝑘𝑙 – будущий оптимальный объем произ-

водства l-й продукции на k-й фабрике (k = 1, …, m). 

Критерий оптимизации производственно-транспортно-складской задачи 

можно представить в виде 

П =∑(

𝑚

𝑘=1

П𝑘 − 𝑍𝑘) → max, 

 

где согласно п. 3.4 П𝑘 = ∑ (𝑃𝑙 − 𝐴𝑉𝐶𝑙
𝐿
𝑙=1 )𝑞𝑘𝑙 − 𝐹𝐶𝑘 – это прибыль от реализации 

продукции (без учета затрат на транспортировку) для k-й фабрики; 

𝑍𝑘 = ∑ 𝜌𝑖𝑘𝑖∈𝐺𝑘 ∑ 𝑏𝑖𝑙
𝐿
𝑙=1 𝑐𝑙 – затраты на транспортировку продукции k-й фаб-

рики. 

Учитывая случайный характер спроса i-го потребителя в l-й продукции   

(i = 1, …, n; l = 1, …, L), имеем 
 

𝑀 (П) = 𝑀 {∑(

𝑚

𝑘=1

П𝑘 − 𝑍𝑘)} → max   
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или  

𝑀(𝑄) = ∑𝑀(𝑍𝑘

𝑚

𝑘=1

) +   𝑚 ∗ 𝐹𝐶  min.                           (3.46) 

 

Из п. 3.4 имеем, что в результате арифметических действий задача сво-

дится к минимизации функции  
 

𝑀(𝑍𝑘) = 𝑀{∑ 2𝛼∑𝑏𝑖𝑙

𝐿

𝑙=1

𝑐𝑙
𝑖𝜖𝐺𝑘

√(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2 } .               (3.47) 

 

Тогда от (3.47) переходим к математическому ожиданию спроса 
 

𝑀(𝑍𝑘) = 2𝛼 ∑∑𝑀(𝑏𝑖𝑙)

𝐿

𝑙=1

𝑐𝑙
𝑖𝜖𝐺𝑘

√(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2 → min.       (3.48) 

 

Задача решается подобно решению задачи п. 2.4. 

 

3.6.  Прогнозирование математических ожиданий спроса 

 в стохастических моделях  

 

Спрос на продукцию предприятий легкой промышленности усложнен мно-

гими факторами, присущими отрасли, такими как мода, сезонность товара, быст-

рое устаревание предпочтений покупателей, высокая вероятность незапланиро-

ванной покупки, высокая степень конкуренции и многими др. Поэтому для то-

го, чтобы сориентировать предприятие на выпуск нужных товаров в нужном ко-

личестве, наиболее полно отражающих предпочтения покупателей, наряду с реа-

лизацией цели предприятия, состоящей в достижении максимальной прибыли, 

необходимо владеть методами прогнозирования дальнейшего развития предпри-

ятия. 

На сегодняшний день методы прогнозирования можно разделить на ме-

тоды экстраполяции, математического моделирования и метод экспертных оце-

нок [15], [73], [79]. 

Методы экспертных оценок используются в случае полного отсутствия 

статистической информации и предполагают получение прогнозных оценок от 

экспертов [29].  

На практике наиболее часто используются методы экстраполяции. Ме-

тод предполагает, что значения временного ряда можно представить как сумму 

регулярной и случайной составляющих [15]: 
 

𝑦𝑡 = 𝑓(𝑡) + 𝜀𝑡 ,                                                           (3.49) 
 

где f (t) – регулярная составляющая; 

𝜀𝑡 – случайная составляющая. 

Таким образом, необходимо наиболее точно описать связи и закономер-

ности в регулярной составляющей уравнения, чтобы можно было перенести их 

на прогнозируемый период при условии отсутствия существенных помех. 
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Выбор типа функции f(t) осуществляется на основании анализа графика 

динамики показателя. Возможен учет и некоторых логических соображений о 

законе изменения показателя. Наиболее часто используются следующие функ-

ции [94]: 

 линейная 𝑓(𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1𝑡; (3.50) 

 полиномиальная 𝑓(𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1𝑡 + 𝑎2𝑡
2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑡

𝑛; (3.51) 

 экспоненциальная 𝑓(𝑡) = 𝑎𝑒𝑏𝑡; (3.52) 

 логистическая кривая 𝑓(𝑡) =
𝑎

1+𝑏𝑒−𝑐𝑡
 (3.53) 

и др. 

Методы экстраполяции включают и методы прогнозирования по много-

факторным моделям. При использовании этого метода строятся и используются 

для прогнозирования математические модели зависимости прогнозируемого 

показателя y с различными воздействующими факторами X1, X2, …, Xn [73]. 
 

𝑦 = 𝑓(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛).                                                 (3.54) 
 

Таким образом, сперва надо построить математическую зависимость по-

казателя у от факторов X1, X2, …, Xn, затем осуществить прогноз будущих зна-

чений факторов и, наконец, рассчитать прогнозные значения показателя у по 

математической зависимости. Прогнозные значения независимых переменных 

определяются самостоятельно (методом экстраполяции или экспертным путем).  

Если прогнозируемое значение носит массовый характер и имеется зна-

чительный массив статистических данных, который позволяет построить вре-

менной ряд, то применение методов экстраполяции является наиболее рацио-

нальным. Остается открытым вопрос правомерности переноса прошлых тен-

денций на будущее, так как с течением времени высока вероятность изменения 

не только самих параметров модели, но и функциональных зависимостей из-за 

различных качественных и не только изменений. 

Существуют два подхода к построению математических моделей про-

гнозирования событий [79]: 

 статистический подход; 

 путем логических соображений. 

При статистическом подходе к построению математических моделей про-

гнозирования очевидно, что процессы исследуются на основе временных рядов. 

Процесс включает в себя следующие этапы:  

1. Построение временного ряда на основе собранной исходной информа-

ции. 

2. На основе анализа временного ряда формирование набора предполага-

емых прогнозных моделей. 

3. Выбор модели. 

4. Оценка параметров модели. 

5. Построение прогноза по выбранной модели. 

Значения уровней временных рядов складываются из следующих элемен-

тов: 

– тренд; 
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– сезонная составляющая; 

– циклическая составляющая; 

– случайная составляющая. 

Тренд – долговременная тенденция, показатель общего направления раз-

вития изучаемого объекта. Для его описания применяют гладкие функции. 

В то же время показатели развития объектов могут подвергаться регуляр-

ным колебаниям. Если период колебаний не превышает одного года, то это се-

зонные колебания, связанные с изменениями природно-климатического или со-

циального (например, рост продаж перед Новым годом) характера. Сезонную 

составляющую описывают периодическими функциями. 

Если период колебаний достаточно большой, то говорят о наличии во вре-

менном ряду циклической составляющей (например, деловые циклы различной 

периодичности, волны Кондратьева и др.). 

Случайные величины отклонения получаются при исключении из вре-

менного ряда тренда и периодических составляющих, возникают в случае воз-

действия большого количества различных причин. 

Обычно для описания тренда используют полиномы различных порядков: 
 

𝑦 ′(𝑡 ′) = 𝑎0 + 𝑎1𝑡
′ + 𝑎2𝑡′

2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑡
′𝑚 + 𝜀 ′(𝑡 ′),                             (3.55) 

 

где m – порядок полинома; 

a
j
 – j-й параметр модели; 

𝜀′(𝑡′) – некоррелированная случайная величина с нулевым математиче-

ским ожиданием и дисперсией σ2. 

Так как полиномиальные модели являются линейными относительно па-

раметров, то a
j  оцениваются с помощью метода наименьших квадратов [94]: 

 

𝑎̂ = (Г′Г)−1Г′𝑌,                                                           (3.56) 
где  

Г =

(

 
 
1 𝑡1

′ … 𝑡1
′𝑚

1 𝑡2
′ … 𝑡2

′𝑚

…………
1 𝑡𝑛

′ … 𝑡𝑛
′𝑚
)

 
 
              𝑌 =

(

 
 
𝑦1
′

𝑦2
′

…
𝑦𝑛
′)

 
 
;                                   (3.57) 

 

n – число точек рассматриваемого временного ряда; 

t'
j
 – момент времени, соответствующий j-й точке временного ряда; 

y'
j – значение рассматриваемого показателя в момент времени t'

j
, 𝑗 = 1, 𝑛.̅̅ ̅̅ ̅  

Множество математических моделей прогнозирования на основе полино-

мов получается с помощью различных нелинейных монотонных преобразова-

ний. Эти преобразования осуществляются как по оси х (времени), так и по оси y 

[12]. 

По оси абсцисс осуществляются следующие преобразования: 

а) 𝑡′ = 𝑡;          б) 𝑡′ =
1

𝑡
;          в) 𝑡′ = ln 𝑡;          г) 𝑡′ = √𝑡

𝑘
 .    

По оси ординат осуществляются следующие преобразования: 
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а) 𝑦′ = 𝑦;  б) 𝑦′ =
1

𝑦
;  в) 𝑦′ = 𝑦𝑘;  г) 𝑦′ = ln 𝑦;  д) 𝑦′ = 𝑒𝑦;  е)𝑦′ = 𝑒−𝑦 . 

При использовании полиномов 2-го порядка для аппроксимации преобра-

зованных временных рядов получатся следующие математических модели про-

гнозирования (табл. 3.4) [15]. 

Представляется целесообразным применить наименьшее значение диспер-

сии ошибки прогноза (ДОП) в качестве критерия выбора математической моде-

ли. 

В случае отсутствия преобразований ДОП определяется по формуле 
 

𝐷̅{𝑦′̅(𝑡′𝐿) − 𝑦′(𝑡
′
𝐿)} = 𝜎̂

2{1 + Г′𝐿(Г
′Г)−1Г𝐿},                              (3.58) 

 

где                                                   Г′𝐿 = (1 𝑡
′
𝐿𝑡
′
𝐿
2
…𝑡′𝐿

𝑚
), 

𝜎̂2 =∑
(𝑦 ′̂

𝑗
− 𝑦′

𝑗
)
2

𝑛 −𝑚 − 1

𝑛

𝑗=1

, 

 

𝑦 ′̂
𝑗
= 𝑓′(𝑡′). 

 

Т а б л и ц а  3.4. Математические модели прогнозирования [20] 

Номер 

модели 

Преобразование 

по оси ординат 

Преобразование 

по оси абсцисс 

Модель прогнозирования 

1 y' = y t' = t f(t) = a0 + a1 t + a2 t
2 

 
2 y' = 1/y t' = t f(t) = 1/(a0 + a1 t + a2 t

2
) 

 
3 y' = y

k
 t' = t f(t) =

k
 a0 + a1 t + a2 t

2 

 
4 y' = ln y t' = t f(t) =e a0 + a1 t + a2 t2 

 
5 y' =  e

±y
 t' = t f(t) = ± ln (a0 + a1 t + a2 t

2
) 

 
6 y' = y t' = 1/t f(t) = a0 + a1 / t + a2/  t

2 

 
7 y' = y t' = ln t f(t) = a0 + a1 ln t + a2 ln

2
t 

 
8 y' = y t' = 

k
  t f(t) = a0 + a1

k
 t + a2

k
  t

2
 

 
9 y' = 1/y t' = 1/t f(t) = t

2
/(a0 + a1 t + a2 t

2
) 

 
10 y' = ln y t' = ln t f(t) = at

b 
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В случае нелинейных преобразований по оси x и по оси y аналитическое 

выражение ДОП представляет собой сумму следующих двух компонент [50], 

[8]: 

 ДОП среднего значения 
 

𝐷 {𝑦̂′(𝑡𝐿
′) − 𝑦̃′(𝑡𝐿

′)} = 𝜎2Г𝐿
′ (Г′Г)−1Г𝐿;                                   (3.59) 

 

 дисперсии случайной составляющей 
 

𝐷 {𝑦′(𝑡𝐿
′) − 𝑦̃′(𝑡𝐿

′)} = 𝜎2.                                                        (3.60) 
 

Пусть 𝑡′ = 𝑓1(𝑡); 𝑦
′ = 𝑓2(𝑦), тогда 𝑦(𝑡) = 𝑓2

−1(𝑦′(𝑡′)); 𝑦̂(𝑡) = 𝑓2
−1(𝑦̂′(𝑡′)). 

ДОП среднего значения 
 

𝐷 {𝑦̂′(𝑡𝐿) − 𝑦̃
′(𝑡𝐿)} = 𝐷{𝑓2

−1(𝑦̂′(𝑡𝐿
′)) − 𝑦̃′(𝑡𝐿)} = 𝐷{𝑓2

−1(𝑦̂′(𝑡𝐿
′))} = 

= (
𝜕𝑓2

−1(𝑦′)

𝜕𝑦′
)

2

𝑦′ =⁄ 𝑦̃′(𝑡𝐿
′)𝐷{𝑦̂′(𝑡𝐿

′) − 𝑦̃′(𝑡𝐿
′)} = (

𝜕𝑓2
−1(𝑦′)

𝜕𝑦′
)

2

𝑦′ =⁄

= 𝑦̃′(𝑡𝐿
′)𝜎2Г𝐿

′ (Г′Г)−1Г𝐿 . 
 

При этом для моделей 1, 6, 7 и 8 табл. 3.4 

(
𝜕𝑓2

−1(𝑦′)

𝜕𝑦′
)

2

= 1, 

 

для моделей 2 и 9 – 
1

(𝑦′)4
 , для модели 3 при k = 2 – 

1

4𝑦′
, для модели 5 – 

1

(𝑦′)2
 , а 

для моделей 4 и 10 – 𝑒2𝑦
′
. 

Дисперсия ошибки случайной составляющей 
 

𝐷{𝑦(𝑡𝐿) − 𝑦̃(𝑡𝐿)} = 𝐷{𝑓2
−1(𝑦′(𝑡𝐿

′)) − 𝑦̃(𝑡𝐿)} = 𝐷{𝑓2
−1(𝑦′(𝑡𝐿

′))} =

= (
𝜕𝑓2

−1(𝑦′)

𝜕𝑦′
)

2

𝑦′ =⁄ 𝑦̃′(𝑡𝐿
′)𝐷{𝑦′(𝑡𝐿

′) − 𝑦̃′(𝑡𝐿
′ )} =

= (
𝜕𝑓2

−1(𝑦′)

𝜕𝑦′
)

2

𝑦′ =⁄ 𝑦̃′(𝑡𝐿
′)𝜎2. 

 

Ниже приведена формула для оценки ДОП при наличии нелинейных пре-

образований [12]: 
 

𝐷̂(𝑦̂(𝑡𝐿) − 𝑦(𝑡𝐿)) = (
𝜕𝑓2

−1(𝑦′)

𝜕𝑦′
)

2

𝑦′ =⁄ 𝑦̂′(𝑡𝐿
′)𝜎2(1 + Г′𝐿(Г

′Г)−1Г𝐿).  (3.61) 

 

При получении выражения (3.61) использовалось предположение о не-

коррелированности случайных величин 𝜀 ′(𝑡 ′). Это условие является общеприня-

тым критерием адекватности рассматриваемых математических моделей и, сле-

довательно, должно подвергнуться проверке. Эта проверка заключается в про-

верке статистической гипотезы о некоррелированности случайных величин 𝜀𝑗
′ 

как по критерию Дарбина-Уотсона [94], так и по совокупному критерию согла-

сия. 

Суть критерия Дарбина-Уотсона состоит в том, что величина 
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𝑑0 = 2(1 −∑𝜀𝑗
′𝜀𝑗−1
′ /∑𝜀𝑗

′2)                                               (3.62)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=2

 

 

должна лежать в интервале (du, 4-du), где значения du определяются по табли-

це, представленной в [94]. Совокупный критерий согласия учитывает первые k 

автокорреляций ряда остатков – r1(ε), r2(ε),…, rk(ε) 
 

𝑄 = 𝑛∑𝑟𝑖
2(𝜀).                                                           (3.63)

𝑘

𝑖=1

 

 

Статистика Q имеет χ2-распределение с (k-m-1) степенями свободы.  

Среди всех моделей, прошедших проверку на адекватность по обоим ста-

тистическим тестам, отбирается модель, обеспечивающая минимум дисперсии 

ошибки. Отметим, что гипотеза о равенстве нулю истинного значения j-го па-

раметра модели отвергается при выполнении следующего условия: 
 

ห𝑎̂𝑗ห > 𝑡𝛼√𝐷̂(𝑎̂𝑗) , 
 

где tα  – табличное значение критерия Стьюдента для уровня значимости α и v = 

= n-m-1 степеней свободы. В противном случае параметр 𝑎̂𝑗 следует считать 

статистически незначимым и исключить их модели члены с этим параметром. 

Таким образом, в алгоритме для каждого из возможных вариантов нели-

нейных преобразований осуществляется: 

 преобразование времени t' = f
1
(t) и показателя у' = f

2
(y) в соответствии с 

табл. 3.4; 

 оценка параметров математической модели по формуле (3.56); 

 прогнозирование значений преобразованного показателя y
 '(t'

L
) по по-

добранной математической модели; 

 расчет прогнозного значения исходного показателя с помощью обрат-

ного преобразования y
 (t

L
) = f

2

-1
( y
 ' (t'

L
)); 

 оценка дисперсии ошибки прогноза исходного показателя по формуле 

(3.61); 

 диагностическая проверка адекватности рассматриваемой математиче-

ской модели по формулам (3.62), (3.63). 

При плавном изменении регулярной составляющей во времени могут ис-

пользоваться так называемые адаптивные модели [50]: модели экспоненциаль-

ного сглаживания [95] и модели Бокса-Дженкинса [21]. 

Развитие некоторых объектов носит циклический характер. Так, например, 

в экономической динамике имеют место так называемые длинные волны Кон-

дратьева. Для прогнозирования циклических процессов можно использовать 

математическую модель, предложенную в работе [9]. 

Объект прогнозирования может развиваться с чередованием эволюцион-

ных и скачкообразных этапов (скачков). Для таких процессов можно использо-

вать следующую математическую модель [11]: 
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𝑦𝑡 = 𝑔(𝑡) +∑𝐴𝑖𝛿(𝑡 − 𝑇𝑖) + 𝜀𝑡 ,                                        (3.64)

𝑛

𝑖=1

 

 

где 𝑦𝑡   – значение показателя в момент времени t; 

𝑔(𝑡) – эволюционная составляющая временного ряда; 

𝐴𝑖 – величина i-го скачка;  

𝑇𝑖  – момент времени i-го скачка; 

𝜀𝑡  – некоррелированная случайная величина с нулевым математическим 

ожиданием; 

(x) – функция, принимающая значение 1 при x ≥ 0 и 0 при x < 0; 

m – число скачков на рассматриваемом интервале времени. 

Методы математического моделирования предусматривают построение 

детерминистической или стохастической модели [79].  

Детерминистические системы (не учитывающие влияние случайных фак-

торов), которые функционируют в непрерывном времени, описываются, как 

правило, дифференциальными уравнениями. Стохастические системы (учиты-

вающие случайные факторы), которые функционируют в дискретном времени, 

можно описывать при помощи аппарата цепей Маркова, а функционирующие в 

непрерывном времени – с помощью марковских случайных процессов [26]. 

В современном прогнозировании наблюдается тенденция к созданию ги-

бридных моделей, состоящих из нескольких отдельных моделей прогнозирова-

ния, в которых прогноз формируется в виде взвешенной суммы прогнозов, по-

лученных с помощью различных методов и моделей [25], [30], [95]. 

В результирующей прогнозной оценке участвуют несколько прогнозов 

𝑦̂1,  𝑦̂2, … , 𝑦̂𝑁, полученных разными методами, однако эти прогнозы не должны 

быть противоречивыми. Иначе необходим анализ причин противоречивости 

прогнозов, в результате которого возможно исключение некоторых прогнозов, 

а также проведение повторного прогнозирования. 

Результирующий прогноз представляет собой средневзвешенный резуль-

тат прогнозов, полученных различными методами с учетом точности отдель-

ных прогнозов. Для получения прогнозов с минимальной дисперсией (наиболее 

точных прогнозов) весовые коэффициенты должны рассчитываться по формуле 
 

𝜇𝑖 =
1 𝜎𝑖

2⁄

∑ 1𝑁
𝑗=1 𝜎𝑗

2⁄
  ,                                                        (3.65) 

 

где N – количество прогнозов, участвующих в комбинированной оценке; 

𝜎𝑖
2 – дисперсия i-го прогноза. 

Комбинированная прогнозная оценка определяется по формуле 
 

𝑦̂ = ∑𝜇𝑖𝑦̂𝑖  ,                                                          (3.66)

𝑁

𝑖=1

 

 

при этом дисперсия комбинированного прогноза равна 
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𝐷(𝑦̂) =∑𝜇𝑖
2𝜎𝑖

2.                                                      (3.67)

𝑁

𝑖=1

 

 

Выбор метода прогнозирования и построение математической модели за-

висит от природы объекта прогнозирования, конкретной задачи, его размерно-

сти, степени взаимосвязи между элементами, наличия скачков или циклов, от 

характера определенности параметров объекта и от имеющихся информацион-

ных данных и сложившихся условий.  

На практике при планировании выпуска нового товара или открытии но-

вого склада возможны случаи полного отсутствия статистических данных, напри-

мер, о потенциальном спросе на новый товар или о требуемом количестве това-

ра для поставки на новый склад. Возникает необходимость каким-то образом 

предугадать потребительское поведение, т. е. спрос, который служит исходной 

информацией для остальных расчетов (например, для планирования производ-

ства). В условиях подобной неопределенности прогноз спроса следует связы-

вать с внешними факторами, такими как, например, уровень доходов населения, 

численность населения и пр. Для оценки воздействия факторов на полученный 

результат можно воспользоваться методом цепных отношений [10]: 
 

𝑄 =
𝑁𝐷𝛽

𝑝
,                               (3.68) 

 

где Q – величина спроса на конкретный товар за год; 

D – средний годовой доход на душу населения; 

 – коэффициент, учитывающий долю данного товара в объеме потребле-

ния; 

P – цена товара. 

Очевидно, что все переменные, входящие в формулу (3.68), могут изме-

няться во времени. Тем не менее, при использовании описанных выше кластер-

ных алгоритмов для небольших регионов (к которым относится и Республика 

Тыва) можно считать, что структура потребления, уровень доходов и цены на 

товары по отдельным районам примерно одинаковы. Это позволяет считать ве-

личину спроса в районных центрах пропорциональной численности населения 

районов. Такой подход оправдан при отсутствии статистических данных по ди-

намике спроса на конкретные товары фирмы. 

 
ГЛАВА 4. АПРОБАЦИЯ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 

НА ПРЕДПРИЯТИЯХ ЛЕГКОЙ ПРОМЫШЛЕННОСТИ 

РЕСПУБЛИКИ ТЫВА 

 

4.1.  Характеристика предприятий легкой промышленности 

 Республики Тыва 

 

Неизменно весомая доля расходов большинства потребителей нашей 

страны приходится на изделия легкой промышленности. Республика Тыва (РТ) 

является регионом с резко-континентальным климатом, зимой температура воз-
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духа может быть ниже -40 °C, а летом выше 40 °С, с ярко выраженной весной и 

осенью, т. е. все четыре сезона имеют место быть. Это приводит к необходимо-

сти не просто обновления гардероба, а обновления гардероба согласно каждому 

сезону. Столица РТ – г. Кызыл, в котором проживает более 30 % населения рес-

публики, относится к городам с высокой загазованностью в зимнее время из-за 

сажи. Причиной этому служат качество используемого населением и ТЭС угля и 

большая доля частного сектора с печным отоплением. Поэтому очень быстро 

приходят в негодность используемые в домах текстильные изделия, одежда. Ди-

намика расходов на непродовольственные товары в общем объеме расходов 

населения РТ представлена в табл. 4.1. 

 

Т а б л и ц а  4.1. Непродовольственные товары в структуре расходов 

населения Республики Тыва (в % к итогу) 

Год 
Непродовольственные товары, 

% к итогу 

Одежда и обувь, 

% к итогу 

2005 46,1 12,1 

2010 42,3 13,3 

2011 43,3 12,9 

2012 45,2 13,2 

2013 41,8 11,7 

2014 40,5 12,3 

2015 38,1 11,5 

2016 39,2 11,5 

2017 37,5 12,2 

2018 39,4 12,3 

 

Так, в общем объеме расходов на одежду и обувь в 2018 г. в РТ пришлось 

12,3 % [88]. Можно отметить, что колебания данного показателя незначитель-

ны, для сравнения, в 2005 г. он составил 12,1 %, а в среднем составляет 12,3 % 

(рис. 4.1) [75], [86], [85]. 

 

 
Рис. 4.1. Динамика расходов на одежду и обувь в общем объеме расходов 

населения Республики Тыва в 2005–2018 гг. 
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Легкая промышленность РТ представлена в основном мелкими ателье, ко-

торые работают по заказам населения; предприятиями по выпуску националь-

ной, школьной форменной и специализированной одежды. Так как республика 

исторически является животноводческой (преимущественно овцеводство и ско-

товодство), в настоящее время в РТ начали действовать губернаторские проекты 

«Дүк» – «Переработка шерсти» и «Кеш» – «Переработка шкур», направленные 

на индустриальное развитие промышленности региона.  

По оперативной информации управления Федеральной службы государ-

ственной статистики по Красноярскому краю, Республикам Тыва и Хакассия, 

на конец 2019 г. на территории РТ зарегистрировано 10 организаций (0,27 % от 

общего числа) и 58 индивидуальных предпринимателей (0,68 % от общего ко-

личества), занятых в сфере легкой промышленности [68]. Деление по видам де-

ятельности субъектов предпринимательства, занятых в сфере ЛП, представлено 

в табл. 4.2. 

 

Т а б л и ц а  4.2. Количество субъектов предпринимательства, занятых 

в сфере легкой промышленности РТ по видам деятельности 

Вид деятельности 
Количество предприятий, 

шт. 

Количество 

индивидуальных 

предпринимателей, шт. 

Производство текстильных 

изделий 4 3 

Производство одежды 4 47 

Изготовление кожи 

и изделий из кожи 2 8 

ВСЕГО 10 58 

 

Ситуация с динамикой объемов производства легкой промышленности 

РТ выглядит весьма нестабильно (табл. 4.3).  

 

Т а б л и ц а  4.3. Объем производства легкой промышленности 

в 1990–2015 гг. в структуре объема отгруженных 

товаров РТ (в % к итогу) 

 1990 2000 2005 2010 2011 2012 2013 2014 2015 

Промышленность 

всего 100 100 100 100 100 100 100 100 100 

Легкая 

промышленность 7,4 2,4 1,0 0,7 0,5 0,5 0,5 0,3 0,1 

 

В начале 1990-х годов в ходе трансформации экономических систем в ЛП 

РТ, так же как и в РФ в целом, произошел обвал производства. Если в 1990 г. 

доля ЛП составляла 7,4 % в общем объеме промышленного производства, то к 

2000 г. этот показатель составил 2,5 %. За годы реформ производство в отрасли 

сократилось почти в 8 раз и продолжало сокращаться, а в 2015 г. доля ЛП в об-
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щем объеме отгруженных товаров собственного производства составила уже 

0,1 %. Объем производства текстильных и швейных изделий в республике за 

2015 г. снизился на 29,2 % [75], [85]–[87], [98], [71]. 

Данное снижение обусловлено прекращением деятельности большинства 

производственных предприятий ЛП региона: Кожевенно-пимокатного завода, 

Швейной фабрики, Овчинно-шубной фабрики, ООО «Суй-Белек» и ООО «Ова-

адай». Примечательно, что Кожевенно-пимокатный завод, Швейная фабрика 

начали свою работу в 30-х годах XX в., при этом доля ЛП в общем объеме про-

мышленной продукции в 1945 г. составляла 23,4 % [98]. А в начале 2000-х го-

дов данные предприятия прекратили свою деятельность [65]. 

Индекс производства текстильных и швейных изделий до 2017 г. в основ-

ном снижался, кроме производства текстильных изделий в 2018 г. в 14,9 раза 

(табл. 4.4). 

 

Т а б л и ц а  4.4. Динамика индексов производства РТ в 2015–2018 гг. 

Год 

   Индекс 2015 2016 2017 2018 

Индекс промышленного 

производства РТ 

(в % к предыдущему году) 126,2 126,7 110,5 98,3 

Индекс производства: 

«Обрабатывающие 

производства» 86,9 105,0 113,5 105,3 

Из них:     

Производство текстильных 

изделий 84,1 100,8 78,5 

1490 

(в 14,9 раз) 

Производство одежды 80,4 121,9 90,8 83,8 

Изготовление кожи 

и изделий из кожи 122,1 40,5 188,6 74,1 

 

Доля предприятий и организаций ЛП Республики Тыва в 2018 г. состави-

ла 21,7 % от общего объема отгруженных товаров в регионе по виду деятельно-

сти «Обрабатывающие производства», в то время как в 2017 г. этот показатель 

был равен 4,8 % [83], [88]. Это связано с вводом в действие в республике в мар-

те 2018 г. крупного швейного производства – обособленного подразделения  

АО «БТК ГРУПП» для выполнения заказов сформировавшейся к тому времени 

мотострелковой бригады Министерства обороны Российской Федерации. Учи-

тывая то, что в 2017 г. доля легкой промышленности в структуре ВРП РТ со-

ставляла 0,05 % [35], вновь открывшееся предприятие не решило всех проблем 

отрасли региона. Кроме того, продукция нового предприятия производится на 

сегодняшний момент только для нужд горной мотострелковой бригады Цен-

трального военного округа, расположенного в республике, для широкого кру-

га потребителей не представлена. Доля обрабатывающей промышленности в 

2018 г. в структуре ВРП Республики Тыва составила 0,7 % [74].  

Общими, присущими легкой промышленности страны в целом причина-

ми снижения объемов производства отрасли являются: 
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• снижение объемов капитальных вложений; 

• макроэкономическое неравновесие; 

• опережающий рост стоимости сырья; 

• значительный и нерегулируемый завоз импортных товаров; 

• отсутствие государственного заказа; 

•  высокие проценты за кредиты; 

• неразвитость производственной инфраструктуры; 

• высокие налоги ведения предпринимательской деятельности. 

В совокупности с особенностями социально-экономического развития Рес-

публики Тыва: 

• низкий уровень экономического развития региона; 

• высокий уровень дотационности бюджета республики; 

• транспортная изолированность, неразвитость транспортной инфраструк-

туры [61]; 

• высокие тарифы на электроэнергию из-за отсутствия собственного ис-

точника энергообеспечения и прочих, становятся понятными причины непро-

стого положения не только легкой промышленности, но и промышленности в 

целом региона. 

В настоящее время главными факторами тяжелого положения отрасли в 

республике является отсутствие крупного массового производства для широко-

го круга потребителей, низкая конкурентоспособность местных производителей 

при участии в торгах для госзакупок, высокая доля скрытой занятости в отрас-

ли и дешевого импорта из Китая через соседнюю Монголию. 

Несмотря на проблемы отрасли, продукция предприятий ЛП РТ пользует-

ся спросом у населения. Перспективным направлением развития предприятий 

ЛП региона с учетом исторически сложившегося и сохранившегося до настоя-

щего момента традиционного вида деятельности тувинцев, овцеводства и ско-

товодства является глубокая переработка шкуры и шерсти, а также производ-

ство готовых конкурентоспособных шерстяных и меховых изделий, необходи-

мых в условиях суровой зимы. В республике имеются все предпосылки для 

осуществления полного цикла производства указанных изделий: от производ-

ства сырья, его обработки до производства готовых изделий. 

 

4.2.  Реализация моделей оптимизации плана производства 

 на ООО «Кызылское УПП» 

 

Апробация моделей оптимизации плана производства проведена на дан-

ных старейшего, единственного сохранившего свою функциональность после 

реформ 90-х годов ведущего предприятия ЛП РТ, выпускающего на сегодняш-

ний день более половины общего объема продукции отрасли региона для насе-

ления, ООО «Кызылское УПП». Специализируется на производстве швейных 

изделий. Ассортимент предприятия составляет более 200 наименований продук-

ции. 

На предприятии занято 30 человек. Для повышения производительности 

труда и конкурентоспособности продукции предприятия ведется работа по внед-
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рению прогрессивных технологий – системы менеджмента качества (СМК) по 

стандарту ИСО 9001, проведена модернизация производства. Вся продукция 

ООО «Кызылское УПП» сертифицирована, используемые при производстве сы-

рье и материалы выполнены в соответствии с требованиями ГОСТ. 

Предприятие зарекомендовало себя надежным партнером и производите-

лем качественной продукции. В 2002 г. Международной конвенцией по каче-

ству в Женеве Кызылскому УПП присужден приз «Золотая звезда», предприя-

тие вошло в каталог «100 лучших товаров в России», получив почетный знак 

«Отличник качества» и диплом 1 степени в федеральном реестре. 

Ежегодно предприятие участвует в межрегиональных универсальных вы-

ставках-ярмарках и награждено различными дипломами, а также предприятие 

занесено в каталог добросовестных поставщиков для госнужд. Кроме того, вклю-

чено с 2012 г. во Всероссийский реестр социально-ответственных предприятий 

и организаций. 

60 % общего объема продукции составляют оптовые поставки по заказам 

местных организаций и предприятий добывающей промышленности, энергети-

ческой отрасли, силовых структур, бюджетных учреждений, 40 % – розничный 

товарооборот [37]. 

Таким образом, ООО «Кызылское УПП» работает для очень широкого 

круга потребителей и ей необходимо решить задачу планирования ассортимен-

та производимых товаров, соответствующего спросу покупателей и обеспечи-

вающего высокую прибыльность предприятия. Данные об объемах производ-

ства предприятия и ценах на основную продукцию за прошлый (2019) год при-

ведены в табл. 4.5. Данные на продукцию приведены укрупненно по основной 

системообразующей номенклатуре за вычетом прочей продукции. 

 

Т а б л и ц а  4.5. Данные об объемах производства и ценах на продукцию 

ООО «Кызылское УПП» за 2019 г. 

Продукция 

Объем производства, 

шт. 

Цена единицы продукции, 

руб. 

q0 p0 

Матрасы ватные 4926 2454 

Одеяло ватное 2591 1415 

Постельное белье 16469 777 

Рукавицы рабочие 635 202 

Спецодежда 826 1626 

Подушка 472 369 

Нижнее белье 550 562 

 

Для решения задачи оптимизации плана производства продукции по кри-

терию максимизации прибыли были проведены маркетинговые исследования. 

В результате проведенного методом пробных продаж эксперимента получены 

средние показатели объемов реализации товаров при различных колебаниях 

цены и построены экспериментальные кривые спроса на основную продукцию 
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предприятия, результаты которых представлены в табл. 4.6–4.12. Учитывая не-

одинаковую длительность продаж товаров по различным ценам, данные об 

объемах продаж были условно приведены к годовому периоду. 

 

Т а б л и ц а  4.6. Результаты маркетинговых исследований для построения 

экспериментальной кривой спроса для продукции 

«Матрасы ватные» 

Номер исследования Цена, руб. Объем продаж, шт. 

1 2700 3660 

2 2800 3205 

3 2900 2997 

4 3000 2539 

5 3100 2498 

6 3200 2137 

 

Т а б л и ц а  4.7. Результаты маркетинговых исследований для построения 

экспериментальной кривой спроса для продукции 

«Одеяло ватное» 

Номер исследования Цена, руб. Объем продаж, шт. 

1 1400 2662 

2 1450 2415 

3 1500 2198 

4 1550 1932 

5 1600 1843 

6 1650 1645 

 

Т а б л и ц а  4.8. Результаты маркетинговых исследований для построения 

экспериментальной кривой спроса для продукции 

«Постельное белье» 

Номер исследования Цена, руб. Объем продаж, шт. 

1 700 22180 

2 750 18345 

3 800 14150 

4 850 13740 

5 900 10871 

6 950 9270 
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Т а б л и ц а  4.9. Результаты маркетинговых исследований для построения 

экспериментальной кривой спроса для продукции 

«Рукавицы рабочие» 

Номер исследования Цена, руб. Объем продаж, шт. 

1 150 1487 

2 180 784 

3 200 751 

4 220 606 

5 250 350 

6 300 202 

 

Т а б л и ц а  4.10. Результаты маркетинговых исследований для построения 

экспериментальной кривой спроса для продукции 

«Спецодежда» 

Номер исследования Цена, руб. Объем продаж, шт. 

1 1600 868 

2 1620 805 

3 1650 808 

4 1700 656 

5 1750 703 

6 1800 616 

 

Т а б л и ц а  4.11. Результаты маркетинговых исследований для построения 

экспериментальной кривой спроса для продукции 

«Подушка» 

Номер исследования Цена, руб. Объем продаж, шт. 

1 250 2420 

2 280 1403 

3 300 1025 

4 320 957 

5 350 488 

6 380 480 

 

Т а б л и ц а  4.12. Результаты маркетинговых исследований для построения 

экспериментальной кривой спроса для продукции 

«Нижнее белье» 

Номер исследования Цена, руб. Объем продаж, шт. 

1 500 857 

2 600 330 

3 700 328 

4 800 147 

5 900 92 

6 1000 62 
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Для оценки параметров кривых спроса произведена линеаризация зави-

симостей 

𝑝𝑖 =
𝐴𝑖
𝑞𝑖
𝛼𝑖

 

путем логарифмирования обеих частей уравнения. Тогда 
 

ln(𝑝𝑖) = ln(𝐴𝑖) − 𝛼𝑖ln (𝑞𝑖). 
 

Это позволяет использовать обычный метод наименьших квадратов для 

оценки параметров моделей 𝐴𝑖 ,  𝛼𝑖 с применением стандартной программы ЛИ-

НЕЙН системы EXCEL. 

Например, для продукции «Матрасы ватные» получены оценки парамет-

ров модели, которые составили соответственно 37 919 и 0,322. Отметим, что 

оба параметра являлись статистически значимыми по критерию Стьюдента при 

уровне значимости 0,05. Коэффициент детерминации при этом составил 0,97, 

что говорит о хорошем качестве подобранной модели, которая также успешно 

прошла проверку по критерию Фишера. 

Аналогичным образом были получены оценки параметров кривых спроса 

и для других изделий. Отметим, что все параметры моделей были статистиче-

ски значимыми, а также что все модели были статистически значимыми в це-

лом по критерию Фишера. Коэффициенты детерминации также были достаточ-

но высокими (не менее 0,85). 

Исходные данные и полученные кривые спроса приведены на рис. 4.2–

4.8. 

 

 
Рис. 4.2. Кривая спроса на продукцию «Матрасы ватные» 
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Рис. 4.3. Кривая спроса на продукцию «Одеяло ватное» 

 

 

 

 
Рис. 4.4. Кривая спроса на продукцию «Постельное белье» 
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Рис. 4.5. Кривая спроса на продукцию «Рукавицы рабочие» 

 

 

 

 
Рис. 4.6. Кривая спроса на продукцию «Спецодежда» 
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Рис. 4.7. Кривая спроса на продукцию «Подушка» 

 

 

 
Рис. 4.8. Кривая спроса на продукцию «Нижнее белье» 

 

Как видно из рисунков, имеет место заметное совпадение кривых спроса 

на определенную продукцию по экспериментальным и реальным данным.  

Полученные оценки параметров кривых спроса для различных изделий 

сведены в табл. 4.13. 
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Т а б л и ц а  4.13. Исходные данные для расчетов 

Продукция 
Параметры кривых спроса 

Средние переменные 

издержки на производство, 

руб. 

𝛼𝑖  𝐴𝑖 𝐴𝑉𝐶𝑖 

Матрасы ватные, шт. 0,322 37 919 774 

Одеяло ватное, шт. 0,341 20 641 651 

Постельное белье, шт. 0,350 23 240 147 

Рукавицы раб., шт. 0,349 1 920 54 

Спецодежда, шт. 0,313 13 308 652 

Подушка, шт. 0,238 1 597 212 

Нижнее белье, шт. 0,263 2 954 320 

 

Для решения задачи в детерминистической постановке определена функ-

ция зависимости цены от объема выпуска продукции для каждого конкретного 

товара, а для решения задачи в стохастической постановке – функция зависи-

мости объема производства от изменения цены. Величина нормативного време-

ни работы на единицу каждого изделия представлена в табл. 4.14. Предприятие 

оборудовано на 25 технологических рабочих мест. Общее количество часов ра-

боты каждого рабочего в планируемом периоде (2020 г.) – 1970 ч. 

 

Т а б л и ц а  4.14. Нормативное время работы на единицу изделия 

Продукция Нормативное время на единицу изделия 𝑡𝑖, ч 

Матрасы ватные, шт. 1,82 

Одеяло ватное, шт. 1,63 

Постельное белье, шт. 0,70 

Рукавицы рабочие, шт. 0,37 

Спецодежда, шт. 1,10 

Подушка, шт. 0,20 

Нижнее белье, шт. 0,45 

 

Целевая функция в детерминистической постановке имеет вид 
 

∑(
𝐴𝑖

𝑞𝑖
𝛼𝑖
− 𝐴𝑉𝐶𝑖)

𝑛

𝑖=1

𝑞𝑖 → max, 

 

при ограничениях 

∑𝑞𝑖𝑡𝑖 ≤ 1970 ∗ 25.

𝑛

𝑖=1

 

 

Ниже приведены результаты расчетов по определению оптимального 

объема производства в детерминистической постановке, выполненных в про-

грамме EXCEL (табл. 4.15). 
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Т а б л и ц а  4.15. Результаты оптимизации по детерминистической модели 

Продукция 

Реальные объемы 

производства, шт. 

Оптимальный объем 

производства 

в детерминистической задаче, 

шт. 

q0 q* 

Матрасы ватные 4 926 8 317 

Одеяло ватное 2 591 3 330 

Постельное белье 16 469 2 492 

Рукавицы рабочие 635 827 

Спецодежда 826 1 240 

Подушка 472 769 

Нижнее белье 550 0 

 

В стохастической модели целевая функция имеет вид 
 

∑(𝑝𝑖𝑞𝑖 −
𝑝𝑖

2𝜑(𝑝𝑖)

𝑞𝑖
2

2
− 𝐴𝑉𝐶𝑖𝑞𝑖)

𝑛

𝑖=1

− 𝐹𝐶 → max, 

 

функция зависимости объема производства от изменения цены 
 

𝜑(𝑝𝑖) = 𝑒𝑥𝑝 {ln (
𝐴𝑖
𝑝𝑖
) /𝛼𝑖}. 

 

Результаты оптимизации с помощью той же программы приведены в 

табл. 4.16. 

В табл. 4.17 приведены данные для сравнительного анализа результатов, 

полученных по детерминистической и стохастической моделям. 

 

Т а б л и ц а  4.16. Результаты оптимизации стохастической модели 

Продукция 

Реальные 

объемы 

производства, 

шт. 

Реальные цены 

на продукцию, 

руб. 

Оптимальный 

объем 

производства 

в стохастической 

задаче, 

шт. 

Оптимальные 

цены 

на продукцию, 

руб. 

q0 p0 q* 𝑝∗ 

Матрасы ватные 4 926 2 454 7 318 1 827 

Одеяло ватное 2 591 1 415 3 209 1 124 

Постельное 

белье 

 

16 469 

 

777 

 

2 278 

 

2 346 

Рукавицы 

рабочие 

 

635 

 

202 

 

681 

 

198 

Спецодежда 826 1 626 730 2 022 

Подушка 472 369 591 307 

Нижнее белье 550 562 3 2 107 
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Т а б л и ц а  4.17. Сопоставительная характеристика результатов решения 

детерминистической и стохастической постановок задачи 

оптимизации плана производства ООО «Кызылское УПП» 

Продукция 

Реальные объемы 

производства, шт. 

Оптимальный объем 

производства 

в детерминистиче-

ской задаче 

Оптимальный объем 

производства 

в стохастической 

задаче 

q0 q* q** 

Матрасы ватные 4 926 8 317 7318 

Одеяло ватное 2 591 3 330 3209 

Постельное белье 16 469 2 492 2278 

Рукавицы рабочие 635 827 681 

Спецодежда 826 1 240 730 

Подушка 472 769 591 

Нижнее белье 550 0 3 

ПРИБЫЛЬ 

от реализации, руб. 

 

21 736 382 

 

25 218 924 

 

24 119 746 

 

В результате апробации (табл. 4.17), модели оптимизации плана произ-

водства ООО «Кызылское УПП» показали следующие результаты: 

 при детерминистической постановке – увеличение прибыли предприя-

тия на 16 %; 

 при стохастической постановке, наиболее соответствующей действитель-

ности (объем спроса – случайная величина) – увеличение прибыли предприятия 

на 11 %.  

При этом явно прослеживается тенденция увеличения объемов выпуска 

матрасов и одеял – основной продукции предприятия, уменьшения общего объ-

ема производства постельного белья за счет роста выпуска этого вида продук-

ции более высокого ценового сегмента, что можно объяснить большой конку-

ренцией производителей постельного белья низкого и среднего ценового сег-

ментов.  

 

4.3.  Реализация интегрированных моделей на предприятии 

 «Тыва стиль» 

 

Дизайн-мастерская «Тыва стиль» – молодое, динамично развивающееся 

предприятие малого бизнеса под руководством успешно действующего пред-

принимателя Б. А. Уваннай. Основная специализация – производство стилизо-

ванной национальной тувинской одежды для взрослых и детей, а также пода-

рочные наборы для новорожденных в национальном стиле. Количество сотруд-

ников – 8 человек. 

Молодая мама 3 детей, будучи в декретном отпуске, решила попробовать 

сшить для своего ребенка набор в национальном стиле к выписке из родильного 
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дома. Фотографии новорожденного в оригинальном комплекте, выложенные в 

социальных сетях, вызвали живой интерес. Хобби превратилось в доходное де-

ло. Сегодня бренд «Тыва стиль», основанный в 2015 г., знаком многим в Рес-

публике Тыва. Основная продукция: наборы для новорожденных, постельное 

белье, шторы, одежда и многое другое в национальном тувинском стиле. 

Подарочные наборы для новорожденных стали победителями итоговой 

ярмарки регионального проекта «Одно село – один продукт». Руководителю 

дизайн-мастерской в разные годы присуждены Почетные грамоты Мэрии г. Кы-

зыла «Лучший молодой предприниматель в сфере производства товаров народ-

ного потребления». 

Спрос на продукцию дизайн-мастерской растет с каждым днем, нацио-

нальная стилизованная одежда стала очень популярной у всех категорий насе-

ления республики, наборы на выписку «Тыва стиль» имеют большой успех у 

молодых родителей, которые с удовольствием показывают модных новорож-

денных детей на своих страницах в социальных сетях. Предприятие выпускает 

до 170 000 готовых изделий в год, в основном, для жителей города Кызыл и 

близлежащих населенных пунктов. 

Получив государственную поддержку на развитие бизнеса, Б. А. Уваннай 

приобрела дополнительное промышленное оборудование для расширения про-

изводства.  

В настоящий момент предприятие арендует два помещения в одном зда-

нии в центре г. Кызыл – столице республики: цех + склад – 50 м2, торговый зал 

30 м2. Стоимость аренды помещений составляет в среднем 700 руб./м2. Общие 

расходы на аренду в год составляют в среднем: 
 

700 руб. * 80 м2 * 12 мес. = 672 000 руб. 
 

Также предприятие имеет 2 цельнометаллических фургона ГАЗель Бизнес 

2705-757 грузоподъемностью до 1,5 т. Экспериментальным путем установлено, 

что в одну машину в среднем можно отгрузить до 2150 единиц готовой продук-

ции. 

Для расширения производства предприятию необходимо решить задачу 

рационализации процесса физического распределения готовой продукции до 

потребителя и оптимального размещения производственных цехов со складом 

на территории региона. Для этого проведены расчеты транспортно-складских 

затрат распределения готовой продукции предприятия во все муниципальные 

образования (кожууны) республики и реализации для случаев: наличия одного 

цеха со складом в г. Кызыл, наличия нескольких цехов со складами на террито-

рии РТ. В качестве конечных точек реализации продукции выбраны универма-

ги районных центров кожуунов.  

Для определения потребности в продукции дизайн-мастерской «Тыва 

стиль» на территориях муниципальных районов в качестве исследуемого объ-

екта в 2018 г. был выбран Монгун-Тайгинский район (кожуун) – один из наибо-

лее отдаленных и труднодоступных от столицы республики муниципальных 

районов. Расстояние от г. Кызыл (столицы республики, где расположено произ-

водство) до с. Мугур-Аксы (районного центра кожууна) составляет 453 км ча-
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стично асфальтированной, частично грунтовой неровной дороги; численность 

населения 6010 человек. Со склада готовой продукции предприятия в начале 

осенне-зимнего и весенне-летнего сезонов в Монгун-Тайгинский район было 

отгружено и отправлено по 3 машины изделий (всего за год – 6). В течение года 

было реализовано 9635 единиц готового изделия.  

Из-за отсутствия данных по потребности в продукции предприятия по 

другим муниципальным районам республики и исходя из того, что националь-

ный состав и уровень жизни населения во всех кожуунах РТ, кроме города Кы-

зыл, примерно одинаков [84], что показано на рис. 4.9, можно предположить, 

что коэффициенты пропорциональности потребности в продукции предприятия 

«Тыва стиль» относительно численности населения всех кожуунов совпадают.  

На примере рассмотренного выше Монгун-Тайгинского района легко со-

считать, что данный коэффициент 
 

λ =
Потребность в продукции 

Численность населения
=
9635

6 010
= 1,6. 

 

Для того чтобы рассчитать потенциальную потребность в продукции пред-

приятия в других районах республики и количество машин для отгрузки товара, 

были обработаны данные о названиях муниципальных районов, районных цен-

трах и численности населения на 01.01.2018 г. [84]. Результаты расчетов пред-

ставлены в табл. 4.18. 

 

 
Рис. 4.9. Среднемесячная номинальная начисленная заработная плата 

работников организаций районов (кожуунов) Республики Тыва 

на начало 2018 г. 
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Согласно [1], регион состоит из 17 районов (кожуунов) и двух городов 

республиканского значения. Город Ак-Довурак территориально находится в 

Барун-Хемчикском районе, поэтому при расчетах Барун-Хемчикский район и  

г. Ак-Довурак рассматриваются как один район. В Кызылский район продук-

цию можно не доставлять, так как транспортная доступность от населенных 

пунктов кожууна до Кызыла высокая, расстояние от центра г. Кызыл до центра 

района п. Каа-Хем составляет 13 км. Поэтому его потребность в продукции мож-

но сложить с потребностью г. Кызыл – столицы республики. Таким образом, 

при физическом распределении предприятием продукции во все кожууны рес-

публики годовой объем продаж увеличится со 170 тыс. ед. до 497 870 ед. гото-

вой продукции, что почти в 3 раза больше текущих данных. 
 

Т а б л и ц а  4.18. Потребности районов РТ в продукции предприятия «Тыва 

стиль» и количество отгружаемых в районы машин в год 

№ 

п/п 

Муниципальный 

район (кожуун) 

Районный 

центр 

Численность 

населения, 

чел. 

(по данным 

на 

01.01.2018 г.) 

Потребность 

в продукции 

предприятия 

«Тыва стиль», 

ед. изд. 

(λ*числ. насел.) 

Количество 

машин 

для отгрузки 

товара в год, 

шт. 

1 Бай-Тайгинский с. Тээли 10 528 16 844,8 8 

2 Барун-

Хемчикский + 

+ г. Ак-Довурак 

с. Кызыл-

Мажалык 

25 975 41 560 19 

3 Дзун-Хемчикский г. Чадан 20 071 32 113,6 15 

4 Каа-Хемский с. Сарыг-Сеп 11 936 19 097,6 9 

5 Кызылский пгт. Каа-Хем 31 979 51 166,4 0 

6 Монгун-

Тайгинский 

с. Мугур-Аксы 6 010 9 616 4 

7 Овюрский с. Хандагайты 6 955 11 128 5 

8 Пий-Хемский г. Туран 9 985 15 976 7 

9 Сут-Холский с. Суг-Аксы 8 052 12 883,2 6 

10 Тандинский с. Бай-Хаак 14 970 23 952 11 

11 Тере-Холский с. Кунгуртуг 1 920 3 072 1 

12 Тес-Хемский с. Самагалтай 8 425 13 480 6 

13 Тоджинский с. Тоора-Хем 6 545 10 472 5 

14 Улуг-Хемский г. Шагонар 19 216 30 745,6 14 

15 Чаа-Холский с. Чаа-Хол 6 134 9 814,4 5 

16 Чеди-Холский с. Хову-Аксы 7 869 12 590,4 6 

17 Эрзинский с. Эрзин 8 349 13 358,4 6 

 Города 

республиканского 

подчинения 

   – 

18 Кызыл  116 983 170 000  

(по первона-

чальным 

данным) 

 

ИТОГО 497 870  

Примечание. Число машин округлено до целого в большую сторону. 
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Расчет стоимости грузоперевозок в кожууны за рассматриваемый период 

(год) с учетом количества возможного потребления продукции предприятия 

«Тыва стиль» в муниципальных районах представлен в табл. 4.19. Расчет сред-

ней стоимости грузоперевозки из г. Кызыл в центры муниципальных районов 

на автомобиле ГАЗель Бизнес 2705-757 грузоподъемностью до 1,5 т (фургон) 

произведен по программе, представленной диспетчерским интернет-сервисом 

«Перевозка 24» с учетом расстояния, траектории и состояния дорожного по-

крытия [84]. 

 

Т а б л и ц а  4.19. Общие транспортные расходы в случае 1 цеха + склада 

в г. Кызыл 

№ 

п/п 

Муниципальный 

район 

(кожуун) 

Количество 

машин 

для отгрузки 

товара в год, 

шт. 

Средняя стоимость 

грузоперевозки 

из г. Кызыл, 

руб. 

Общая (годовая) 

стоимость 

Грузоперевозок 

из г. Кызыл 

(транспортные 

расходы), руб. 

1 Бай-Тайгинский 8 9 275 74 200 

2 Барун-Хемчикский + 

+ г. Ак-Довурак 

20 8 257 165 140 

3 Дзун-Хемчикский 15 6 094 91 410 

4 Каа-Хемский 9 2 399 21 591 

5 Кызылский 0 281 0 

6 Монгун-Тайгинский 5 12 334 61 670 

7 Овюрский 6 11 472 68 832 

8 Пий-Хемский 8 1 983 15 864 

9 Сут-Холский 6 6 965 41 790 

10 Тандинский 12 1 900 22 800 

11 Тере-Холский 2 11 367 22 734 

12 Тес-Хемский 7 4 475 31 325 

13 Тоджинский 5 5 702 28 510 

14 Улуг-Хемский 15 3 101 46 515 

15 Чаа-Холский 5 5 026 25 130 

16 Чеди-Холский 6 4 362 26 172 

17 Эрзинский 7 5 030 35 210 

Общие транспортные расходы, руб. 785 637 

 

Таким образом, при наличии одного цеха со складом в г. Кызыл общие 

транспортно-складские расходы по доставке готовой продукции предприятия 

во все районы РТ составят: 

Расходы по аренде цеха со складом + Транспортные расходы = 

= 672 000 + 785 637 = 1 457 637 руб. 

В целях оптимизации распределительной сети предприятия необходимо 

решить задачу оптимального размещения дополнительных цехов на территории 

региона. Для этого необходимо решить задачу кластеризации муниципальных 

образований РТ по географическим координатам районных центров и сформи-
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ровать транспортно-логистические кластеры. Данные о географических коор-

динатах районных центров Тувы рассчитаны с помощью инструментария гео-

информационных систем (ГИС) и представлены в табл. 4.20. 

 

Т а б л и ц а  4.20. Географические координаты районных центров РТ 

№ 

п/п 

Муниципальный 

район (кожуун) 
Районный центр 

Координаты районных центров 

X Y 

1 Бай-Тайгинский с. Тээли 90,209 0 51,014 9 

2 Барун-Хемчикский с. Кызыл-Мажалык 90,570 4 51,143 1 

3 Дзун-Хемчикский г. Чадан 91,565 9 51,284 5 

4 Каа-Хемский с. Сарыг-Сеп 95,556 4 51,494 3 

5 Кызылский пгт. Каа-Хем 94,574 2 51,699 5 

6 Монгун-Тайгинский с. Мугур-Аксы 90,444 5 50,378 6 

7 Овюрский с. Хандагайты 92,068 5 50,731 0 

8 Пий-Хемский г. Туран 93,916 1 52,147 3 

9 Сут-Холский с. Суг-Аксы 91,289 1 51,411 1 

10 Тандинский с. Бай-Хаак 94,463 0 51,166 1 

11 Тере-Холский с. Кунгуртуг 97,521 4 50,595 3 

12 Тес-Хемский с. Самагалтай 95,008 1 50,612 3 

13 Тоджинский с. Тоора-Хем 96,127 3 52,466 8 

14 Улуг-Хемский г. Шагонар 92,911 1 51,510 4 

15 Чаа-Холский с. Чаа-Хол 92,363 6 51,524 2 

16 Чеди-Холский с. Хову-Аксы 93,676 3 51,127 5 

17 Эрзинский с. Эрзин 95,162 5 50,258 9 

 Города 

республиканского 

подчинения 

   

18 Кызыл  94,445 4 51,723 9 

19 Ак-Довурак  90,592 6 51,174 1 

 

Для решения оптимизационной производственно-транспортно-складской 

задачи с помощью компьютерной программы EXCEL и языка программирова-

ния VBA проведены расчеты по кластеризации муниципальных районов РТ. В 

результате при двух кластерах в первый кластер вошли 8 населенных пунктов: 

1, 2, 3, 6, 7, 9, 14, 15 с центром в точке с координатами (91,564; 51,283) (что 

практически совпадает с координатами г. Чадаан), во второй кластер вошли 10 на-

селенных пунктов: 4, 5, 8, 10, 11, 12, 13, 16, 17, 18 с центром в точке с коорди-

натами (94,449; 51,725) (что практически совпадает с координатами г. Кызыл). 

Полученные итоги расчетов представлены на рис. 4.10 с помощью инструмен-

тария геоинформационных систем (ГИС). Отчетливо видно, что решение зада-

чи кластеризации разделило районы РТ по близости к полученным центрам 

кластеров. 
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Рис. 4.10. Итоги расчетов по компьютерной программе EXCEL, 

реализованные с применением ГИС 

 

Расчеты транспортных расходов по полученным двум кластерам пред-

ставлены в табл. 4.21 и 4.22. 

 

Т а б л и ц а  4.21. Транспортные расходы по I кластеру с центром в г. Чадан 

№ 
Муниципальный район 

(кожуун) 

Расстояние 

из г. Чадаан, 

км 

Средняя 

стоимость 

грузоперевозки 

из г. Чадан, 

руб. 

Количество 

машин 

для отгрузки 

товара в год, 

шт. 

Общая 

стоимость 

перевозки, 

руб. 

1 Бай-Тайгинский 

(с. Тээли) 117 3 210 8 25 680 

2 Барун-Хемчикский  

(с. Кызыл-Мажалык + 

+ г. Ак-Довурак) 73 2 186 20 4 370 

6 Монгун-Тайгинский 

(с. Мугур-Аксы) 229 6 264 5 31 320 

7 Овюрский 

(с. Хандагайты) 90 2 525 6 15 150 

9 Сут-Холский 

(с. Суг-Аксы) 32 1 067 6 6 402 

14 Улуг-Хемский 

(г. Шагонар) 109 3 065 15 45 975 

15 Чаа-Холский 

(с. Чаа-Хол) 73 1 971 6 11 826 

Транспортные расходы по I кластеру, руб. 180 073 



84 

Т а б л и ц а  4.22. Транспортные расходы по II кластеру с центром в г. Кызыл 

№ 
Муниципальный район 

(кожуун) 

Расстояние 

из г. Кызыл, 

км 

Средняя 

стоимость 

грузоперевозки 

из г. Кызыл, 

руб. 

Количество 

машин 

для отгрузки 

товара в год, 

шт. 

Общая 

стоимость 

перевозки, 

руб. 

4 Каа-Хемский  

(с. Сарыг-Сеп) 90 2 399 9 21 591 

5 Кызылский 

(п. Каа-Хем) 13 281 0 0 

8 Пий-Хемский  

(г. Туран) 84 1 983 8 15 864 

10 Тандинский 

(с. Бай-Хаак) 80 1 900 12 22 800 

11 Тере-Холский 

(с. Кунгуртуг) 413 11 367 2 22 734 

12 Тес-Хемский 

(с. Самагалтай) 168 4 475 7 31 325 

13 Тоджинский 

(с. Тоора-Хем) 245 5 702 5 28 510 

16 Чеди-Холский 

(с. Хову-Аксы) 114 4 362 6 26 172 

17 Эрзинский  

(с. Эрзин) 224 5 030 7 35 210 

Транспортные расходы по II кластеру, руб. 204 206 

 

При расширении производства и образовании двух кластеров потребите-

лей продукции предприятия «Тыва стиль» (открытия дополнительного цеха со 

складом в г. Чадан), общие транспортные расходы по доставке продукции во 

все кожууны РТ составят: 

Транспортные расходы по I кластеру + Транспортные расходы по II кла-

стеру = 180 073 + 204 206 = 384 279 руб., что в 2 раза меньше, чем при доставке 

во все районы из г. Кызыл. 

С учетом того, что стоимость аренды помещения в г. Чадан на настоящий 

момент в среднем равен 300 руб./м2, расходы на дополнительный цех со скла-

дом составят 

300 руб. * 80 м2 * 12 мес. = 288 000 руб. 

Общие транспортно-складские расходы в случае 2 цехов со складом в го-

родах Кызыл и Чадан и формировании двух кластеров потребителей продукции 

составят 

Транспортные расходы по I кластеру + Транспортные расходы по II кла-

стеру + цех со складом в г. Кызыл + цех со складом в г. Чадаан: 
 

384 279 + 672 000 + 288 000 = 1 344 279 руб., 

что на 8 % меньше, чем при наличии одного цеха со складом в г. Кызыл и рас-

пределении продукции из одной точки. 
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При трех и более цехах со складами (трех и более кластерах) в результате 

расчетов получено разбиение предприятий на зоны обслуживания, которое не-

сколько снижает транспортные затраты, но увеличивает при этом затраты на 

аренду складских помещений и общие затраты. 

Таким образом, рассмотренный вариант с двумя кластерами является оп-

тимальным и позволяет снизить транспортно-складские затраты по сравнению с 

сегодняшней ситуацией на 8 %. 

В результате апробации интегрированных моделей оптимизации произ-

водственно-транспортно-складских процессов на предприятии «Тыва стиль» 

получены следующие результаты: 

 при рационализации процесса физического распределения готовой про-

дукции до потребителя и организации распределительной сети предприятия, 

охватывающей все муниципальные районы Республики Тыва, возможно увели-

чение производства предприятия до 500 000 готовых изделий в год, что превы-

шает текущие показатели предприятия в 3 раза; 

 общие транспортно-складские расходы при организации распредели-

тельной сети предприятия, охватывающей все муниципальные районы Респуб-

лики Тыва, и наличии существующего цеха со складом в г. Кызыл составят 

1 457 637 руб.; 

 при двух цехах со складами (двух кластерах) с центром в городах Кы-

зыл и Чадан в результате расчетов получено разбиение предприятий на зоны 

обслуживания, которое снижает транспортные затраты и увеличивает затраты 

на аренду производственных и складских помещений, но при этом общие транс-

портно-складские расходы уменьшаются на 8 %, чем при наличии существую-

щего цеха со складом в г. Кызыл; 

 при трех и более цехах со складами (трех и более кластерах) в резуль-

тате расчетов получено разбиение предприятий на зоны обслуживания, которое 

несколько снижает транспортные затраты, но увеличивает при этом затраты на 

аренду складских помещений и общие затраты. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Имеется необходимость разработки интегральных математических моде-

лей, реализующих логистический принцип глобальной оптимизации и охваты-

вающих производство, складирование и транспортировку продукции. 

В процессе исследований рассмотрены математические модели производ-

ственных, транспортных и складских систем, а также имеющиеся в литературе 

попытки их интеграции в транспортно-складские системы.  

По результатам исследований можно сделать следующие выводы: 

1. Основными проблемами легкой промышленности являются высокая 

себестоимость и низкая конкурентоспособность готовой продукции. Для пре-

одоления этих проблем необходимо внедрение логистических подходов к управ-

лению, основанных на принципе глобальной оптимизации и построении инте-

грированных оптимизационных моделей организации бизнес-процессов, охва-

тывающих производство, складирование и транспортировку продукции. 

2. Математические модели производственных систем предполагают по-

стоянство прибыли от единицы продукции, однако как цена, так и себестоимость 

продукции могут зависеть от объема ее выпуска (закон спроса и закон масшта-

ба производства соответственно). Поэтому необходима разработка нелинейных 

математических моделей оптимизации планирования производства с учетом 

указанных выше зависимостей. 

Имеются попытки разработки математических моделей транспортно-складс-

ких задач, однако единого установившегося метода нахождения оптимальных 

координат склада относительно своих поставщиков и потребителей, при кото-

ром целевая функция принимает наименьшее значение, еще не определено. 

Полностью отсутствует решение задачи для случая нескольких складов.  

3. Предложена нелинейная математическая модель оптимизации плана про-

изводства, учитывающая зависимость цены и себестоимости продукции от объ-

ема производства. При этом в качестве кривой зависимости цены от объема вы-

пуска продукции (кривой спроса) предложено использовать убывающую сте-

пенную функцию, параметры которой в каждом конкретном случае могут быть 

оценены на основании статистических данных методом наименьших квадратов. 

4. Предложена стохастическая модель планирования производства, в ко-

торой спрос на продукцию предприятия является случайной величиной с мате-

матическим ожиданием, определяемым функцией спроса 𝜑(𝑝𝑖). При этом пред-

приятие имеет возможность устанавливать как планируемые объемы выпуска 

продукции qi, так и их цены pi. В качестве критерия оптимизации в данной мо-

дели используется математическое ожидание прибыли. Получено аналитиче-

ское выражение для математического ожидания прибыли в общем виде при 

произвольном законе распределения спроса на продукцию и, в частности, при 

равномерном законе распределения спроса. 

5. Предложена математическая модель оптимизации транспортно-складс-

кой задачи для случая нескольких складов с применением аппарата кластерного 

анализа. При любом фиксированном количестве складов m необходимо решить 

задачу нахождения координат оптимальных точек географического расположе-
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ния складов (х; у) относительно потребителей и их оптимального разбиения на 

группы обслуживания 𝐺𝑘 (𝑘 = 1,… ,𝑚) конкретным складом. Для того чтобы од-

новременного найти и оптимальное разбиение 𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑚, и оптимальный на-

бора координат точек географического расположения складов, в монографии 

предложен итерационный алгоритм, который сначала делает выбор оптималь-

ных координат складов, а затем относительно полученных координат складов 

делит потребителей на оптимальные группы для минимизации транспортных 

расходов.  

6. Предложена математическая модель оптимизации производственно-

транспортно-складской задачи, использующая тот же итерационный алгоритм. 

7. Разработан стохастический вариант транспортно-складской и производ-

ственно-транспортно-складской модели, который отличается от детерминисти-

ческого аналога использованием вместо фиксированных потребностей матема-

тического ожидания случайных величин потребностей при идентичных алго-

ритмах решения задачи. 

8. Приведен детальный обзор методов прогнозирования и аргументирова-

ны причины выбора конкретного метода прогнозирования случайной величины 

спроса.  

9. Апробированы модели оптимизации плана производства на ООО «Кы-

зылское УПП». В результате проведенных расчетов при детерминистической 

постановке прибыль от реализации продукции увеличивается на 16 %, а при 

стохастической постановке, наиболее соответствующей действительности (объ-

ем спроса – случайная величина), на 11 %.  

10. Апробированы модели оптимизации производственно-транспортно-

складских процессов на примере дизайн-мастерской «Тыва-стиль» – развиваю-

щегося предприятия РТ. В результате проведенных исследований определена 

возможность увеличения объема производства предприятия до 500 000 готовых 

изделий в год, что превышает начальные показатели в 3 раза. Показано, что оп-

тимальным является вариант двух цехов (двух кластеров) с центрами в городах 

Кызыл и Чадан, который может снизить общие транспортно-складские расходы 

на 8 %, чем при наличии существующего цеха со складом в г. Кызыл. 
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